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研究了一维光晶格中超流 Fermi 气体基态解的性质 . 在平均场理论框架下，利用超流 Fermi 体系中原子间相互

作用能与晶格势能相互平衡的条件，得到了一维光 晶 格 中 超 流 Fermi 气 体 在 整 个 BEC-BCS 跨 越 区 的 一 组 基 态 解，

给出了基态的原子数密度空间分布、总原子数和能量 . 进一步对系统从 BEC 端转变到 BCS 端时的基态解性质进行

了深入分析和对比 . 结果表明，一维光晶格中超流 Fermi 气体基态分布具有一些特殊的性质，由于 Fermi 压力，相比

而言超流 Fermi 气体在 BCS 端的基态原子数密度空间分布较为扩展，平均能量明显偏高 .
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1. 引 言

超流 Fermi 气体
［1，2］

的实现，使超流 Fermi 气体

在外场中基 本 性 质 的 研 究 发 展 成 为 超 冷 原 子 领 域

的一个前沿课题 . 特别关于光晶格中超流 Fermi 气

体动力学特性的研究更是人们关注的焦点之一 . 其

中一个 重 要 的 原 因 就 是，在 如 此 理 想 的 周 期 系 统

中，实验室利用费施巴 赫 ( Feshbach) 共 振 技 术 通 过

调节磁场强度可以完全对像光晶格特性( 如晶格周

期和强度)、原 子 间 相 互 作 用 等 重 要 物 理 参 数 进 行

控制和调节
［3—6］. 利 用 这 一 优 势，科 学 家 们 可 以 在

光晶格中随心所欲的实现 Fermi 原子库珀对凝聚体

(BCS) 和 分 子 BEC 之 间 的 可 控 转 变
［7］，为 整 个

BEC-BCS 跨越区 的 研 究 提 供 了 极 大 地 便 利 . 近 年

来，理论方面对光晶格中 BCS-BEC 渡越区的一些性

质，诸如布洛赫振荡
［8］、超流—绝缘相变

［9，10］、集体

激发
［11—15］

等做了大量的研究 . 其中文献［16］系 统

研究了在 整 个 BCS-BEC 跨 越 区 超 流 Fermi 气 体 在

光晶格中的稳定性和遂穿规律，发现当系统从分子

BEC 一侧过渡到 BCS 一侧时，超流 Fermi 气体在光

晶格中的输运 性 质 完 全 不 同 . 然 而，目 前 关 于 这 些

理论问 题 的 研 究 才 刚 起 步，特 别 对 光 晶 格 中 超 流

Fermi 气体的输运性质在分子 BEC 超流体和 BCS 超

流体的差异，还有待于进一步深入研究 .
本文研究了一维光晶格中超流 Fermi 气体的基

态解性质 . 利用原子间相互作用能与晶格势能相互

平衡条件，得到了一组基态解，给出了超流 Fermi 气

体从分子 BEC 超流体到 BCS 超流体的基态原子数

密度空间分 布、能 量 以 及 能 量 和 晶 格 强 度 的 关 系 .
结果表明，超流 Fermi 体系和 BEC 体系中基态原子

数密度空间分布和平均能量都存在着很大的差异 .

2. 模 型

将数目相等的处于两种超精细态的超流 Fermi
原子气体装载到沿 x 方向的一维光晶格中，同时假

设系统在与晶格垂直的平面上分布均匀 . 如果囚禁

的原子数足够多，假定库珀对的空间尺度小于晶格

尺度，体系从分子 BEC 超流体渡越到 BCS 超流体的

过程可用流体动力学模型描述
［7，8，11—16］. 因此，在平

均场理论框架下，一维光晶格中超流 Fermi 气 体 在

零温下的动 力 学 性 质 可 以 由 一 维 非 线 性 薛 定 谔 方

程描述
［7，8，11—16］

i ψ
t

= － 2

2M
d2

dx2 + V0ER sin
2 kx + C | ψ | 2[ ]γ ψ，

(1)
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其中，ψ 为凝聚体的波函 数，M = 2m，m 为 单 个 原 子

质量( 无论在分子 BEC 超流体中，还是在 BCS 超流

体中，库珀对的质量都为 2m) ，V0 为一维光 晶 格 强

度，ER = k
2

2M为 光 晶 格 的 反 冲 能 量，k = 2π
λ

为 激 光 波

数，λ 为 激 光 波 长 . 本 文 以
40 K 为 例，取 λ = 1064

nm. 常数 C 表征原子相互作用强度，γ 依赖于相互

作用参数:在 分 子 BEC 一 侧，C =
4π2am

M
，
2
3 ≤γ≤

1;在 BCS 一侧，C = (3π2 )
2
3 2β

2M
，0 < γ≤2 /3，其中在

幺正区 β = 0. 44，在深 BCS 端 β = 1. am = 0. 6a s 是分

子之间的有效散射长度，a s 是 Fermi 原子间 s—波散

射长度 . 为方便分析，对方程(1) 中所有的变量进行

无量纲化:ψ ～ ψ k3 /2槡 π，t ～ M /k槡
2 t，x ～ x / k. 则

方程(1) 无量纲化以后变为

i ψ
t

= － 1
2

d2

dx2 +
V0

2
sin2 x + g | ψ | 2[ ]γ ψ，(2)

其中 g = k3

2( )π
γ CM
2 k2 . 为 得 到 系 统 的 基 态 解，令

ψ( x) = φ( x) exp［－ iμt］，其中 μ 是体系的化学势，

将其代入方程(2) 可得

φμ = － 1
2

d2

dx2 +
V0

2
sin2 x + g | φ | 2[ ]γ φ，(3)

在光晶格中，系统基态可由能量密度来描述 . 此时，

一维周期势阱中凝聚体的平均能量为

E = 1
π ∫

π /2

－π /2

φ* － 1
2

d2

dx2 +
V0

2
sin2 x + g | φ | 2( )γ φdx，

(4)

可见，系统的能量与光晶格强度和相互作用参数密

切相关 .

3. 系统的基态解

利用能量平衡条件来求解体系的基态解，即基

态时晶格势能与原子间相互作用能彼此平衡
［17，18］，

此时晶格势 能 与 原 子 间 相 互 作 用 能 之 和 是 一 个 常

数，假定这一常数为 μ － 1 /2，则得出如下条件:

V0

2
sin2 x + g | φ | 2γ = μ － 1

2
， (5)

d2φ( x)

dx2 + φ( x) = 0， (6)

此时，体系基态解同时受限于方程 (5) 和方程 (6) .

方程(6) 决定了超流 Fermi 气体的空间密度分布，而

方程(5) 不仅决定了超流 Fermi 气体的空间密度分

布，也决定了波函数的相位 . 方程(5) 和方程(6) 是

同一个问题的两种不同描述，所以两个方程应得到

相同的解，以便确定系统的基态分布 .
由方程(6) 可以得到

φ( x) = Acosx + iBsinx， (7)

| φ( x) | 2 = A2 + B2

2
+ A2 － B2

2
cos(2x) ， (8)

由方程(5) 得

| φ | 2 = μ － 1
2







g

1 /γ

1 －
V0

2(μ － 1 /2)
sin2( )x

1 /γ

.

(9)

为了与解(8) 式比较，假定晶格足够浅，即 V0
2μ － 1，此时解(9) 式可很好的近似为

| φ | 2 ≈ μ － 1
2







g

1
γ

1 －
V0

4γ(μ － 1
2



 )

+
V0

4γ(μ － 1
2

)

cos(2x 



) ， (9a)

显然，当 γ = 1 时解(9a) 式对应系统的精确解 .

令 η = μ －( )1
2 / g，(9a) 式化简为

| φ | 2 = η
1
γ － 1

γ
(η)

1
γ －1 V0

4g
［1 － cos(2x) ］，

(10)

知道了原子数密度，可以计算出在一个晶格周期内

原子数

N = ∫
π
2

－ π2

| φ | 2 dx = (η)
1
γ － 1

γ
(η)

1
γ －1 V0

4[ ]g π，

(11)

则有

1
γ

(η)
1
γ －1 V0

4g
= (η)

1
γ － N

π
， (12)

即系统 化 学 势 由 (12 ) 式 确 定 . 此 时 (10 ) 式 被 化

简为

| φ | 2 = N
π

+ η
1
γ － N( )π cos(2x) ， (13)

由于(8) 和(13) 式表示同一个解，所以其 对 应 项 应

该相等，即

A2 = η
1
γ ，

B2 = 2N
π

－ η
1
γ .

(14)
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当 N 给定后，η 可 由 (12) 式 确 定，此 时 系 统 基 态 解

在满足(14) 式 后 就 由 (13) 式 给 出，但 是 (12) 式 为

非线性方程，对其任意 γ 不能直接解出 η，因此下面

就 γ = 1(BEC 体系) 和 γ = 2 /3( 超流 Fermi 体系) 分

别进行讨论 .
1) 当 γ = 1 时，由(11)—(13) 式可得:

N = η1 －
V0

4g[ ]
1

π，

η1 =
N
π

+
V0

4g1

，

| φ | 2 = N
π

+
V0

4g1

cos(2x) ， (15)

式中 g1 = 2
2 － γπ1 － γ k3γ － 2am . 显然应当满足 N≥

V0π
4g1

，

从而得到 BEC



在一维光晶格中的基态能量为

E =
π(13N － 4πη1 ) + 2k(3N2 － 2Nπη1 + π2η2

1 )am

2π2 . (16)

2) 当 γ = 2 /3 时由(11)—(13) 式可解得

N = (η2 )
3
2 － 2

3
(η2 )

1
2

V0

4g[ ]
2

π，

η2 =

V0 + π2g2 256N2 －
π2V3

0

g3
2

+ 16N 256N2 －
2π2V3

0

g槡( )3
2

[ ]
1
3 2

8π4g2
2 256N2 －

π2V3
0

g3
2

+ 16N 256N2 －
2π2V3

0

g槡( )3
2

1
3

，

式中 g2 = 3
2 /3βπ (4 － 3γ) /3 k3γ － 2 /2 γ + 1 . 从而得到超流 Fermi 气体在一维光晶格中的基态原子数密度和能量为

| φ | 2 = N
π

+ η
3
2 － N( )π cos(2x) ， (17)

E =
20N + 5V0 (3N － πη3 /2

2 ) + 621 /332 /3N5 /3 1 +
5(N － πη3 /2

2 ) 2

18N( )2

40π
. (18



)

图 1 粒子数密度空间分布(V0 = 5，N = 200)

(15)—(18) 式是本文得到的主要结果 . 可以看出，

BEC 和超流 Fermi 气体在一维光晶格中的基态粒子

数分布和基 态 能 量 都 与 总 原 子 数 和 光 晶 格 强 度 密

切相关 . 并且还 可 以 发 现，基 态 粒 子 数 分 布 和 能 量

在 BEC 端(γ = 1) 与在 BCS 端(γ = 2 /3) 存在明显的

差别 .
图 1 给出 了 超 流 Fermi 体 系 在 BCS 端 ( γ = 2 /

3) 和 BEC 端(γ = 1) 的基态原子数密度分布 . 结果

表明，在光晶 格 强 度 V0、原 子 数 N 相 同 的 情 况 下，

BCS 端的基态原子数密度分布比 BEC 端更扩展( 这

是由于 BCS 端存在 Fermi 压力所致) .

图 2 基态平均能量 E 随光晶格深度 V0 的变化(N = 200)

图 2 给出了 BCS 端(γ = 2 /3) 和 BEC 端(γ = 1)

平均能量 E 随晶格深度 V0 的变化 . 显然，BCS 端和
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BEC 端平均能量均随阱深的增加而线性增加 . 在晶

格深度 V0 给定、原子总数相 同 的 情 况 下，BCS 端 的

平均能量明显高于 BEC 端的平均能量 .
图 3 给出了 BCS 端(γ = 2 /3) 和 BEC 端(γ = 1)

平均能量 E 随原子总数 N 的变化 . 可看出，当光晶

格深度 V0 给定 时，BCS 端 和 BEC 端 的 平 均 能 量 均

随阱中原子总数的增加而增加，但是 BCS 端的平均

能量明显较 BEC 端增加的快 .

图 3 基态平均能量 E 随原子数 N 的变化(V0 = 5) .

4. 结 论

本文研究了一维光晶格中超流 Fermi 气体的基

态性质，利用 能 量 平 衡 条 件，即 原 子 之 间 的 相 互 作

用能与晶格势能之和为一常数，得到了系统的基态

解，求出了系统的化学势与系统基态对应的原子数

分布以及总原子数和能量，并对超流 Fermi 气 体 在

BCS 端和 BEC 端的基态解特征进行了分析和对比 .
我们发现，一维光晶格中超流 Fermi 气体基 态 分 布

具有一些 特 殊 的 性 质，并 与 BEC 系 统 存 在 明 显 的

差别 .
众所周知，超流 Fermi 系统是一强关联体系，目

前采用的超 流 体 动 力 学 模 型 是 一 强 非 线 性 薛 定 谔

方程，其精确解 的 求 解 更 为 复 杂 . 本 文 利 用 简 捷 的

能量平衡法( 这一方法最近也被推广到求解非定态

问题
［19］) 得到了系统的一组基态解，所得基 态 解 客

观的反映了超流 Fermi 系统的一些基态特 征，对 进

一步从深层次理解超流 Fermi 气体的基态性质具有

重要意义 .

［1］ Greiner M，Regal C A，Jin D S 2003 Nature 426 537

［2］ Regal C A，Greiner M， Jin D S 2004 Phys. Rev. Lett. 92

040403

［3］ Zhao X D，Xie Z W，Zhang W P 2007 Acta Phys. Sin. 56 6358

( in Chinese) ［赵兴 东、谢 征 微、张 卫 平 2007 物 理 学 报 56

6358］

［4］ Ma Y，Fu L B，Yang Z A，Liu J 2006 Acta Phys. Sin. 55 5623

( in Chinese) ［马 云、傅立斌、杨志安、刘 杰 2006 物 理

学报 55 5623］

［5］ Zhou L，Kong L B，Zhan M S 2008 Chin. Phys. B 17 1601

［6］ Wang G F，Liu B，Fu L B，Zhao H 2007 Acta Phys. Sin. 56

3733 ( in Chinese) ［王冠芳、刘 彬、傅 立 斌、赵 鸿 2007

物理学报 56 3733］

［7］ Chin J K，Miller D E，Liu Y，Stan C，Setiawan W，Sanner C，

Xu K，Ketterle W 2006 Nature 443 961

［8］ Rodriguez M，Tòrma P 2004 Phys. Rev. A 69 041602 (R)

［9］ Zhai H，Ho T L 2007 Phys. Rev. Lett. 99 10042

［10］ Moon E G，Nikoli ′c P，Sachdev S 2007 Phys. Rev. Lett. 99

230403

［11］ Pitaevskii L P，Stringari S，Orso G 2005 Phys. Rev. A 71

053602

［12］ Kim Y E，Zubarev A L 2004 Phys. Rev. A 70 033612

［13］ Manini N，Salasnich L 2005 Phys. Rev. A 71 033625

［14］ Wen W，Zhou Y，Huang G X 2008 Phys. Rev. A 77 033623

Wen W，Shen S Q，Huang G X 2010 Phys. Rev. B 81 014528

［15］ Dong H，Ma Y L 2009 Chin. Phys. B 18 715

［16］ Xue J K，Zhang A X 2008 Phys. Rev. Lett. 101 180401

Zhang A X，Xue J K 2009 Phys. Rev. A 80 043617

［17］ Hai W，Lee C，Fang X，Gao K 2004 Physica A 335 445

Hai W，Li Y，Xia B，Luo X 2005 Euro. Phys. Lett. 71 28

［18］ Chen H J，Xue J K 2008 Acta Phys. Sin. 57 3962 ( in Chinese)

［陈海军、薛具奎 2008 物理学报 57 3962

［19］ Hai W，Lu G，Zhong H 2009 Phys. Rev. A 79 053610



11 期 柏小东等: 一维光晶格中超流 Fermi 气体基态性质的研究 7585

The ground state solutions of superfluid Fermi gas
in optical lattices*

Bai Xiao-Dong Liu Rui-Han Liu Lu Tang Rong-An Xue Ju-Kui

(College of Physics and Electronic Engineering，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China)

(Received 15 April 2010; revised manuscript received 15 May 2010)

Abstract
The ground state solutions of superfluid Fermi gas in optical lattices are studied by means of the balance condition
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