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12 SÈ�m�Ä�Vg

3c�Ù, ·�0�
D��5�m�Vg. 3��D��5�m¥, ·��±!Ø

�þ��Ý(=�ê), �Ã{!Ø�þ�m�Y�, Ï�"y£ãY��AÛ(�.

£�3��Ún�îª�m¥, �þ�m�Y��ÏLY��{_¼ê�5£ã, 

Y��{_¼ê�Kd�m¥�¤¢SÈû½,Ó�ù«SÈ�û½�þ��Ý.o�,�

�Ún�îª�mäk�Ð�AÛ(�, ù«AÛ(���d���¡�SÈ��C�

�¼¤û½.

�Ù, ·�òw�3Ã¡��m¥��±Ú\SÈ, l�?Ø�A�AÛ(�. ±

e, K EòL«¢ê� R ½Eê� C.

½Â1 � X ´ê� K þ����5�m, 〈·, ·〉 ´ X þ����C� K-��¼.

e 〈·, ·〉 ÷v:

(1) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ X � 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0;

(2) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉, ∀α, β ∈ K, ∀x, y, z ∈ X;

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ X;

K¡ 〈·, ·〉 � X þ���SÈ, ¿¡
(
X, 〈·, ·〉

)
�ê� K þ�SÈ�m.

N´wÑ, þã½Â¥�^�(2)�^�(3)�å%ºXXeü^5�:

(4) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉, ∀α, β ∈ K, ∀x, y, z ∈ X.

(5) 〈x, 0〉 = 〈0, y〉 = 0, ∀x, y ∈ X.

5 3½Â1¥, ^�(1)¡�SÈ��½5; ^�(2)�5�(4)Ü¡�SÈ�����

5½�ÝV�5; ^�(3)õ¡�SÈ��Ýé¡5½Hermite5.

¢ê� R þ�SÈ�m{¡�¢SÈ�m, d��SÈ¤÷v�^�(3)Ú(4)©Oz

�e�ü�^�:

(3’) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ X;

(4’) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉, ∀α, β ∈ R, ∀x, y, z ∈ X.

Ù¥^�(4’)�5�(2)Ü¡�SÈ�V�5, ^�(3’)¡�SÈ�é¡5.

Ún1 (SchwarzØ�ª) � X ´ê� K þ���SÈ�m, 〈·, ·〉 �ÙSÈ. Ké?

¿ü��þ x, y ∈ X, ¤áØ�ª

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉. (12.1)

Ù¥�Ò¤á��=� x � y �5�'.
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y² � x, y ∈ X. �Äe�¢¼ê

f(t) = 〈x+ ty, x+ ty〉, t ∈ R. (12.2)

dSÈ�5��� f(t) ´¢¶þ��K¼ê, ¿��´���g¼ê

f(t) = 〈x, x〉+ 2Re〈x, y〉t+ 〈y, y〉t2.

Ïd, ���g�§ 〈x, x〉 + 2Re〈x, y〉t + 〈y, y〉t2 = 0 �õk��¢�, lÙ�Oª�

�, = (2Re〈x, y〉)2 ≤ 4〈x, x〉〈y, y〉. z{�

(Re〈x, y〉)2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉. (12.3)

,��¡, ·�k 〈x, y〉 ��êL« 〈x, y〉 = |〈x, y〉|eiθ, Ù¥ θ �,�¢ê(Ì�). u´

|〈x, y〉| = e−iθ〈x, y〉 = 〈e−iθx, y〉 = Re〈e−iθx, y〉).

dd¿¦^Ø�ª(12.3)�

|〈x, y〉|2 =
[
Re〈e−iθx, y〉

]2 ≤ 〈e−iθx, e−iθx〉〈y, y〉 = 〈x, x〉〈y, y〉.
eyÚn�1�Ü©. � x � y �5�'�, N´�yeª¤á

|〈x, y〉|2 = 〈x, x〉〈y, y〉. (12.4)

��, e(12.4)ª¤á, K x � y 7�5�'. Ù¢, � y = 0 �, x � y w,�5�';

� y 6= 0 �, e� λ = 〈x, y〉/〈y, y〉, K²O��

〈x− λy, x− λy〉 = 〈x, x〉 − |〈x, y〉|
2

〈y, y〉
= 〈x, x〉 − 〈x, x〉〈y, y〉

〈y, y〉
= 0,

l x− λy = 0, = x � y �5�'. y..

±e·�b½ X ´ê� K þ����½�SÈ�m, ÙSÈ� 〈·, ·〉. �Äe�¼ê

‖x‖ =
√
〈x, x〉 x ∈ X. (12.5)

w, ‖ · ‖ äk�½5. � λ ∈ K, x ∈ X, K

‖λx‖ =
√
〈λx, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 = |λ| ‖x‖.

ù`² ‖ · ‖ äk�àg5. d	, e x, y ∈ X, KdSchwarz Ø�ª��

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2,
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dª¿�X ‖ · ‖ ÷vn�Ø�ª. Ïd ‖ · ‖ ´ X þ����ê, ¡�SÈ 〈·, ·〉 �)¤
�ê.

þã?ØL²SÈ�m'uÙSÈ�)¤�ê�¤��D��5�m, ÏSÈ�m

´�aAÏ�D��5�m. ���Ñ�´SÈ�m�SÈ���C��¼´ëY�, =

� xn → x, yn → y �, k 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉.
N´�y, e 〈·, ·〉 ´�5�m X þ���SÈ, KÙ)¤�ê ‖ · ‖ ÷vXe²1o

>/úª

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
, x, y ∈ X. (12.6)

��, e�5�m X þ��ê ‖ · ‖ ÷vþã²1o>/úª, K ‖ · ‖ �½�,�SÈ�
)¤�ê. Ïd, ²1o>/úª´SÈ�m«Ou��D��5�m�'�A�.

5 � X ´��SÈ�m. e X 'uÙSÈ�)¤�ê�¤��Banach �m, K

¡ X ´��Hilbert �m.

~1 3 L2[a, b] þ½Â���¼ 〈·, ·〉 Xe

〈x, y〉 =
∫ b

a
x(t)y(t)dt, x, y ∈ L2[a, b]. (12.7)

N´�y 〈·, ·〉 ´SÈ, l L2[a, b] 'u 〈·, ·〉 �¤��SÈ�m. d	, þãSÈ�)¤

�êT�c¡¤½ÂL�L2-�ê(= p = 2 ��Lp-�ê):

‖x‖2 =
(∫ b

a
|x(t)|2dt

)1/2
.

Ïd L2[a, b] ´��Hilbert �m.

~2 �Ä l2 þ�Xe���¼

〈x, y〉 =
∞∑
k=1

ξkηk, x, y ∈ l2. (12.8)

Ù¥ x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ), y = (η1, η2, · · · , ηk, · · · ). N´�y 〈·, ·〉 ´��SÈ, l

l2 'u 〈·, ·〉 �¤��SÈ�m. d	, þãSÈ�)¤�êT�c¡¤½ÂL�l2-�ê:

‖x‖ =
( ∞∑
k=1

|ξk|2
)1/2

.

Ïd l2 �´��Hilbert �m.

~3 � p 6= 2 �, lp �m��ê�SÈ)¤. Ù¢e�

x = (1, 1, 0, · · · ), y = (1,−1, 0, · · · ),
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K x, y ∈ lp � ‖x‖ = ‖y‖ = 21/p, ‖x+ y‖ = ‖x− y‖ = 2. l

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 8 6= 4× 22/p = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

ù`², � p 6= 2 �, lp ��êØ´SÈ)¤�. 3d¿Âe, <��` lp Ø´SÈ�m.

~4 C[a, b] ¥�����ê�SÈ)¤. Ù¢, e�

x(t) ≡ 1, y(t) = (t− a)/(b− a),

K x, y ∈ C[a, b] � ‖x‖ = ‖y‖ = 1. ,��¡Ï

x(t) + y(t) = 1 +
t− a
b− a

, x(t)− y(t) = 1− t− a
b− a

,

¤± ‖x+ y‖ = 2, ‖x− y‖ = 1, l

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 5 6= 4 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

ù`²����êØ÷v²1o>/úª, lØ´SÈ)¤�. �ó� C[a, b]'u��

��êØ´SÈ�m.

e¡�ü�úª¡�4zð�ª, §L²SÈ��^§�)¤�êL«. � X ´�

�¢SÈ�m, KÙSÈÚ)¤�ê÷v

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
, x, y ∈ X. (12.9)

e X ´��ESÈ�m, KÙSÈÚ)¤�ê÷v

〈x, y〉 = 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

)
, x, y ∈ X. (12.10)

5 � (X, ‖ · ‖) ´��D��5�m, Ù�ê÷v²1o>/úª. e X �¢D�

�5�m, KU(12.9)ª½Â� 〈·, ·〉 ´SÈ�Ù)¤�êT� ‖ · ‖; e X �ED��5�

m, KU(12.10)ª½Â� 〈·, ·〉 ´SÈ�Ù)¤�êT� ‖ · ‖.


