
10 k.�5�f�mÚ�Ý�m 1

10 k.�5�f�mÚ�Ý�m

c�!, ·�?Ø
ü��5�fÚü��5�¼�©ÛÚÿÀ5�. �!, ·�ò

l�Nþ?Ø�5�faÚ�5�¼a, �ó�·�ò?Øk.�5�f�¤��mÚë

Y�5�¼�¤��m.

±e K EòL«¢ê� R ½Eê� C. XÃAO`², ¤ØD��5�mþ� K þ
�D��5�m.

� X Ú Y ´ü�D��5�m, ± B(X 7→ Y ) L«l X � Y �k.�5�f�

N, =

B(X 7→Y ) =
{
T | T : X 7→ Y ´k.�5�f

}
. (10.1)

3 B(X 7→Y ) ¥�UÏ~�ªÚ\\{Úê¦$�, =e A, B ∈ B(X 7→Y ), α ∈ K, K5

½

(A+B)x = Ax+Bx, (αA)x = α(Ax), ∀x ∈ X. (10.2)

N´�yþã A+B Ú αA E,´l X � Y ��5�f, ¿�÷v

‖(A+B)x‖ ≤ (‖A‖+ ‖B‖)‖x‖, ∀x ∈ X; (10.3)

Ú

‖(αA)x‖ ≤ (|α|‖A‖)‖x‖, ∀x ∈ X, (10.4)

ùL²: A+ B, αA ∈ B(X 7→Y ). u´, B(X 7→Y ) 'uþã\{Úê¦$��¤���

5�m, ¡��f�m.

½n1 � X Ú Y ´D��5�m, K�f�m B(X 7→Y ) 'u�f�ê�¤��

D��5�m. ?�Ú, e Y ´Banach �m, K B(X 7→Y ) �´Banach�m.

y² �y²�f�m B(X 7→Y ) 'u�f�ê�¤��D��5�m, �I�y�

f�ê3 B(X 7→Y ) þäk�½5, �àg5Ú÷vn�Ø�ª.

w,, �f�êäk�½5Ú÷vn�Ø�ª, ey§�k�àg5. Ù¢, e T ∈
B(X 7→Y ), α ∈ K, Kk

‖αT‖ = sup
‖x‖=1

‖α(Tx)‖ = sup
‖x‖=1

|α|‖Tx‖ = |α|‖T‖.

ey� Y ´Banach �m�, B(X 7→ Y ) �´Banach�m. � {Tn} ⊂ B(X 7→ Y )

´Chauchy�. Kéz� x ∈ X, �� Y ¥�:�, {Tnx} ÷v:

‖Tmx− Tnx‖ = ‖(Tm − Tn)x‖ ≤ ‖Tm − Tn‖‖x‖,
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ù`² {Tnx} ´ Y ¥�Chauchy�, qdu Y ´Banach�m, ¤± {Tnx} 3 Y ¥Âñ.

�âþã?Ø, ·��½Â��N� T : X 7→ Y Xe

Tx = lim
n→∞

Tnx, x ∈ X. (10.5)

d4�$���55�ØJwÑ T : X 7→ Y ´���5�f. ey T ∈ B(X 7→Y ) ¿�

k ‖Tn − T‖ → 0 (� n→∞ �).

Ù¢, du {Tn} ´ B(X 7→Y ) ¥�Chauchy�, ¤±§�½k., =�3~ê M ≥ 0

¦�

‖Tn‖ ≤M, ∀n ≥ 1.

dd��, éz� x ∈ X ¤á

‖Tnx‖ ≤ ‖Tn‖‖x‖ ≤M‖x‖, ∀n ≥ 1,

Ù¥- n→∞ �� ‖Tx‖ ≤M‖x‖. �� T k., l T ∈ B(X 7→Y ).

,��¡, é?¿ ε > 0, Ï {Tn} ´Chauchy�, ��3��ê N ≥ 1 ¦�� m,

n > N �, ¤á

‖Tm − Tn‖ <
ε

2
,

ddwÑ

‖Tmx− Tnx‖ ≤
ε

2
‖x‖, ∀m, n > N, ∀x ∈ X,

3þãØ�ª¥- m→∞ ¿5¿��ê�ëY5��

‖Tx− Tnx‖ ≤
ε

2
‖x‖, ∀n > N, ∀x ∈ X,

dd��, � n > N �, ¤á

‖T − Tn‖ ≤
ε

2
< ε.

ùBy²
 ‖Tn − T‖ → 0 (� n→∞ �). y..

Ø
\{Úê¦$��	, �f�m��±Ú\¦{$�, ù«¦{$�Ù¢Ò´N

��m�EÜ$�.

� X, Y Ú Z ´n�D��5�m. éu�f A ∈ B(X 7→Y ) Ú B ∈ B(Y 7→Z), ½

ÂN� BA : X 7→ Z Xe:

(BA)x = B(Ax), ∀x ∈ X. (10.6)
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BA ?
B (10.7)

N´�y BA ´ X � Z ��5�f, ¿�÷v

‖(BA)x‖ ≤ (‖B‖‖A‖)‖x‖, x ∈ X. (10.8)

Ïd BA ∈ B(X 7→Z). ·�¡�f BA ��f B � A �¦È.

e¡�Ä�f�m B(X 7→X), Ù¥ X ´��D��5�m. �âc�ã�?Ø, �

f�m B(X 7→X) é�f�¦{$�µ4, = B(X 7→X) ¥?¿ü����¦ÈE,á

u B(X 7→X). d	, dØ�ª(10.8)��

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, ∀A,B ∈ B(X 7→X). (10.9)

��/, � A ´��D��5�m. XJ A ¥½Â
¦{$�, ¿�T¦{$�÷

v^�

‖uv‖ ≤ ‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ A, (10.10)

K¡ A �D��ê. ���D��ê¡�Banach�ê.

�âù�½Â B(X 7→X) �¤��D��ê. e X ´Banach�m, K B(X 7→X) �

´��Banach�ê, d�ê3©z¥~¡��f�ê.

½Â1 � X ´��D��5�m, ·�¡�m B(X 7→K) � X ��Ý�m, ¿P

� X ′.

���Ñ�´, 3�õê©z¥D��5�m X ��Ý�m�P� X∗,  X ′ K^

5L« X þ��N�5�¼�¤��5�m.

du K 'u�(ýé�) | · | �¤�D��5�m´��Banach�m, ¤±d½n1�

����Xe(J.

½n2 � X ´��D��5�m, KÙ�Ý�m X ′ ´Banach�m.

e¡, ·��	�
~�D��5�m��Ý�m. �d·�kÚ?D��5�m�

m�Ó�Vg.

½Â2 � X, Y ´ü�D��5�m. e�3V� J : X → Y ÷v:

(1) J ´�5�, = J(αx+ βy) = αJx+ βJy, ∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ K;

(2) J ´���, = ‖Jx‖ = ‖x‖, ∀x ∈ X,
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K¡D��5�m X � Y Ó�, Ù¥ J ¡�Ó�N�.

´�,� X � Y Ó��, Y � X �Ó�. Ïd, ·��±` X � Y p�Ó�. 3�

¼©ÛnØ¥, ü�p�Ó��D��5�m  Ø\«O, =�ò§�À��Ó�é�.

~1 1-��Úê��m l1 ��Ý�m´k.ê��m l∞, = (l1)′ = l∞.

y² éu n ≥ 1, ½Âê� en Xe

en = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · ),

Ù¥ê 1 Ñy31 n � �. ´� {en} ⊂ l1, ¿� ‖en‖ = 1, n ≥ 1. d	 {en} ��¤ l1

�Ä, =: éz� x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ l1, ¤á

x =

∞∑
k=1

ξkek = lim
n→∞

n∑
k=1

ξkek (� l1-�êÂñ). (10.11)

� f ∈ (l1)′. �Äê� uf = (f(e1), f(e2), · · · , f(ek), · · · ). du

|f(ek)| ≤ ‖f‖‖ek‖ = ‖f‖, k ≥ 1,

¤± uf ∈ l∞. d	, éu x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ l1, d f �ëY5Ú(10.11)ª�

f(x) =

∞∑
k=1

ξkf(ek).

dd�� |f(x)| ≤ ‖uf‖‖x‖, ∀x ∈ l1. l ‖f‖ ≤ ‖uf‖.
y½ÂN� J : (l1)′ → l∞ Xe

Jf = uf = (f(e1), f(e2), · · · , f(ek), · · · ), f ∈ (l1)′. (10.12)

·�òy² J : (l1)′ → l∞ �Ó�N�.

´� J : (l1)′ → l∞ ´�5�, Ó�dc¡�?Ø��

‖f‖ ≤ ‖Jf‖, ∀ f ∈ (l1)′.

,��¡, éu f ∈ (l1)′, ·�k

‖Jf‖ = sup
k≥1
|f(ek)| ≤ sup

k≥1
‖f‖‖ek‖ = ‖f‖.

Ïd J : (l1)′ → l∞ ÷v ‖Jf‖ = ‖f‖, ∀ f ∈ (l1)′, l´ü�. ��¤y², ·��I�

y J : (l1)′ → l∞ ´÷�.



10 k.�5�f�mÚ�Ý�m 5

� u = (η1, η2, · · · , ηk, · · · ) ∈ l∞. K�½Â l1 þ��¼ f Xe

f(x) =
∞∑
k=1

ξkηk, x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ l1. (10.13)

´� f ´�5�¼, ¿�éu x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ l1, ÷v

|f(x)| ≤
∞∑
k=1

|ξk||ηk| ≤ sup
k≥1
|ηk|

∞∑
k=1

|ξk| = ‖u‖‖x‖.

l f �´ëY�5�¼, = f ∈ (l1)′. N´�y u = Jf . u´y²
 J : (l1)′ → l∞ ´

÷�.

~2 � p, q > 1, 1/p+ 1/q = 1. K p-��Úê��m lp ��Ý�mT�q-��Ú

ê��m lq, = (lp)′ = lq.

y² XÓ~1�y²��, ·��Ä lp ¥�:� {en}, Ù¥ en deª½Â(Ù¥ê

i 1 �Ñy31 n � �)

en = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · ).

N´�y {en} �¤�m lp�Ä, ¿� ‖en‖p = 1, n ≥ 1. � f ∈ (lp)′. ey

∞∑
k=1

|f(ek)|p <∞, (10.14)

= uf = (f(e1), f(e2), · · · , f(ek), · · · ) ∈ lq. Ù¢, é?¿ n ≥ 1, e-

ξk = |f(ek)|q−1sgn[f(ek)], 1 ≤ k ≤ n,

K xn = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, 0, 0, · · · ) ∈ lp, l

f(xn) =
n∑

k=1

ξkf(ek) =
n∑

k=1

|f(ek)|q;

,��¡, d f �k.5, ·�k

|f(xn)| ≤ ‖f‖‖xn‖p = ‖f‖
( n∑

k=1

|ξk|p
)1/p

= ‖f‖
( n∑

k=1

|f(ek)|q
)1/p

;

u´�XeØ�ª
n∑

k=1

|f(ek)|q ≤ ‖f‖q.
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duþ¡Ø�ª¥� n ≥ 1 ´?¿�, ¤±�4�B�

∞∑
k=1

|f(ek)|q ≤ ‖f‖q. (10.15)

y½ÂN� J : (lp)′ 7→ lq Xe

Jf = uf = (f(e1), f(e2), · · · , f(ek), · · · ), f ∈ (lp)′. (10.16)

·�òy² J : (lp)′ 7→ lq �Ó�N�. ´� J ´�5�,�d(10.15)ª�� ‖Jf‖q ≤ ‖f‖,
f ∈ (lp)′.

,��¡, é?¿ f ∈ (lp)′ Ú x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ lp, du

x =
∞∑
k=1

ξkek,

¤±|^�¼ f �ëY5Ú'u?ê�Hölder Ø�ª��

|f(x)| =
∣∣∣ ∞∑
k=1

ξkf(ek)
∣∣∣ ≤ ∞∑

k=1

|ξk||f(ek)| ≤
( ∞∑

k=1

|ξk|p
)1/p( ∞∑

k=1

|f(ek)|q
)1/q

= ‖x‖p‖Jf‖q,

dª%¹X ‖f‖ ≤ ‖Jf‖q. nþ J ÷v ‖Jf‖q = ‖f‖, f ∈ (lp)′, l�´ü�. ��¤y

², �I�y J ´÷�.

� u = (η1, η2, · · · , ηk, · · · ) ∈ lq. K�½Â lp þ��¼ f Xe

f(x) =
∞∑
k=1

ξkηk, x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ lp. (10.17)

´� f ´�5�¼, ¿�éu x = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · ) ∈ lp, ÷v

|f(x)| ≤
∞∑
k=1

|ξk||ηk| ≤
( ∞∑

k=1

|ξk|p
)1/p( ∞∑

k=1

|ηk|q
)1/q

= ‖x‖p‖u‖q.

l f �´ëY�5�¼, = f ∈ (lp)′. N´�y u = Jf . u´y²
 J : (lp)′ 7→ lq ´

÷�.

nþ, ·�y²
 J ´ (lp)′ � lq �Ó�N�, l (lp)′ = lq.


