第九章 拉普拉斯方程的圆的狄利克雷问题的傅氏解 
1.试证拉普拉斯方程
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在极坐标下的形式解为
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解：因为
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由此解出


[image: image6.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

u

r

r

u

r

r

u

y

u

u

r

r

u

r

r

u

x

u

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

cos

sin

cos

sin

sin

cos

sin

cos


记算子为
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通理得
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所以
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2.求解下列狄利克雷问题
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其中
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解法1：直接用分离变量法解得
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解法2：设解为
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所以
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3. 求解下列狄利克雷问题
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其中A为已知常数.

解发1:    直接应用分离变量法

解法2    设形式解为
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所以
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解法3,   公式法
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因为       
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所以  
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内应用复变函数的流数定理设
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4.求解下列定解问题
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其中
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解:  应用分离变量法

(1)变量分离          设
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(2)解特征值问题
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解得特征函数为
[image: image42.wmf](

)

)

,

2

,

1

(

sin

L

=

=

Q

n

n

n

q

a

p

q


(3)解常微分方程
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为了解得有界解,必须使
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(4)根据叠加原理得到解          
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(5)由傅氏级数确定系数
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5.考察由下列定解问题描述的矩形平板
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其中
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解:   此定解问题的边界为矩形,圆的狄利克雷问题,应用极坐标求解.因此我们可以把极坐标系的下边界:
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看做矩形,应用分离变量法:

(1)分离变量      设
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代入边界条件:得
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解特征值问题(ⅰ)
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(3)解方程
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其中      
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(4)由叠加原理得
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(5)由傅氏级数确定系数
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