第七章   一维波动方程的傅氏解
1．今有一弦，其两端被钉子钉紧，作自由振动，它的初始位移为
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，初速度为0，试求其傅氏解，其中
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为已知常数。
解法1，（1）此问题归结为定解问题：
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其中
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       （2）求其定解问题的傅氏解，应用分离变量法

   a  变量分离    设方程的解为
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B 解特征值问题
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（a）
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   时,方程(4)的通解为
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当
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因为
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(b) 当
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(c) 当
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 代入边界条件(2)得
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满足上面等式的
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值称为特征值,记为
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相应与的函数
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C 解不构成特征值问题的常微分方程
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 其通解为
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     于是我们得到方程（1）满足边界条件（2）的可分离变量的一系列特解：
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d.由叠加原理得形式解：
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e.由Fourier  级数确定
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所以
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解法2   设傅氏解为   
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由此计算出
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2.将前题之初始条件该为
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   试求其傅氏解。

解：（1）化为定解问题：
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求此定解问题的傅氏解

设
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应用习题1的结果得
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所以
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解法2   直接应用分离变量法

3．今有一弦，其两端
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=

x

与
[image: image64.wmf]L

x

=
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   试求其傅氏解。其中c为已知常数。

解法1：（1）化为定解问题
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（2）求此定解问题的傅氏解。应用分离变量法

a  分离变量    设
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c  得形式解  
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d  由傅氏级数确定系数系数
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所以
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解法 2  设傅氏解为
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所以
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4.今有一弦，其两端固定在x=0和x=L处。在开始一瞬间，它的形状是一条以过
[image: image79.wmf]2

L

x

=

点的铅垂线为对称轴的抛物线（如图3.1.2）所示。假如没有初速度，试用傅氏方法求弦的振动情况。

解法1。

先建立抛物线方程，设其方程为
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（1） 化为定解问题：
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（2） 解此定解问题，应用分离变量法
  a ,变量分离   设
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  b ,解得特征函数为
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  c ,设形式解为
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  d ,有傅氏级数确定系数
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因为
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解法2， 设形式解为
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因为初速度为0，得
[image: image91.wmf]0

=

n

D


                  
[image: image92.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

-

=

+

-

=

-

+

·

-

-

=

-

=

ò

ò

ò

为奇数

为偶数

n

n

h

n

n

n

h

d

L

n

L

n

h

L

L

n

n

L

L

L

n

h

d

L

n

L

L

n

h

L

L

n

n

L

L

L

h

d

L

n

L

L

nh

L

C

L

L

L

n

3

3

3

3

0

2

2

2

0

2

0

3

2

32

0

cos

1

16

sin

16

0

sin

2

8

cos

2

8

0

cos

8

sin

2

p

p

p

e

pe

p

pe

p

e

p

e

pe

e

p

pe

p

e

e

e

pe

e

e


所以
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