第十一章   数理方程的解的积分公式
1.求解下列定解问题
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提示:    设问题的解为
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思路:    泛定方程右端提供的信息：
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暗示我们将原定解问题化为球面坐标系下的定解问题。

解：根据方程右端函数的特点，化原方程为球坐标系下的方程：
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因为右端函数为
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，所以设问题的解为
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具有球对称性。所以
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，则原定解问题化为求解常微分方程
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所以原方程的解为
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2，求圆
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的格林函数，并由此对平面拉普拉斯方程导出求解圆的狄利克雷问题的泊松公式。
解：  设所求的格林函数为
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当
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再利用
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3，利用前题中的泊松公式求解下列狄利克雷问题
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其中
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为已知常数。

解法1：

因为       
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计算这个积分有两种方法。
（1）因为
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右端级数当
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一致收敛，因此可以逐项积分，所以

   
[image: image65.wmf](

)

(

)

(

)

q

r

j

q

j

r

j

p

j

r

q

j

r

r

j

p

q

r

p

p

cos

cos

2

1

cos

2

1

cos

2

1

1

cos

2

1

,

2

0

1

2

0

2

2

A

d

n

A

d

A

u

n

n

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

+

-

-

-

=

ò

å

ò

¥

=


（2）利用复变函数的留数定理计算

解法2，  直接应用分离变量法

4，利用球内狄利克雷问题的泊松公式求积分
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含义见本章第二节。
解：利用求内狄利克雷的泊松公式
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5，求区域：
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解法1，利用镜象法求区域
[image: image82.wmf]D

的格林函数

 
[image: image83.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

1

3

0

1

ln

1

ln

1

ln

1

ln

1

ln

1

ln

1

ln

1

ln

,

y

y

x

x

y

y

x

x

y

y

x

x

y

y

x

x

r

r

r

r

M

M

G

-

+

+

-

+

+

-

-

+

+

+

+

-

+

-

=

-

-

+

=


6，假定关于区域
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