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题号 一 二 三 四 五 六 七 八 总总总分分分

得分

一一一、(10分)长为l的弦在x = 0端固定,另一端x = l自由,且在初始时刻t = 0时处

于水平状态,初始速度为x(l − x),作微小横振动.试写出此定解问题.

二二二、(5分)今有偏微分方程utt = a2uxx + bux,其中b为已知常数. 作代换u = eβxv,

问β取何值时可消去方程中的一阶导数项.

三三三、(10分)如果u1(x, t), u2(y, t)分别是下述两个定解问题



u1t = a2u1xx

u1(x, 0) = ϕ1(x)

和





u2t = a2u2yy

u2(y, 0) = ϕ2(y)

的解,则u(x, y, t) = u1(x, t)u2(y, t)是

定解问题





ut = a2(uxx + uyy)

u(x, y, 0) = ϕ1(x)ϕ2(y)

的解,试证之.

四四四、(10分)求解本征值问题





Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ)

.

五五五、(30分)分离变量法是求解定解问题的重要方法之一.请问分离变量法对定

解问题有什么要求？分离变量法有哪些基本步骤？关键的步骤是什么？请用

分离变量法求解如下热传导方程的混合问题(要求写出完整的求解过程).
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



ut = a2uxx (0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (t ≥ 0)

u(x, 0) = sin
2πx

l
(0 ≤ x ≥ l)

六六六、(15分)一根无限长的弦,其振动满足如下定解问题:




utt = a2uxx − 2εut − ε2u (−∞ < x < ∞, t > 0)

u(x, 0) = ϕ(x) (−∞ < x < ∞)

ut(x, 0) = ψ(x) (−∞ < x < ∞)

请求解该定解问题,并说明解的物理意义(提示: 令v(x, t) = e−εtu(x, t)) .

七七七、(10分)请用镜像法求出Laplace方程上半平面Dirichlet问题的格林函数,并

说明其物理意义.同时请写出Laplace方程上半平面Dirichlet问题




∆u = 0 (y > 0,−∞ < x < ∞)

u(x, 0) = f(x) (−∞ < x < ∞)

解的积分公式.

八八八、(10分)对Legendre多项式,请填空(每空2分)：

l 阶Legendre微分方程的一般形式为 ,

其中l(l + 1)为本征值. l的取值范围为 . l阶Legendre微

分方程的解为 , Legendre多项式的 性、 性

和完备性是使它成为一个坐标函数系的三个重要性质.
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参参参考考考答答答案案案

一一一、(10分)

二二二、(5分)

三三三、(10分)

四四四、(10分)

五五五、(30分)

分离变量法要求定解问题的泛定方程与边界条件必须是齐次的. 分离变

量法其基本步骤为：1、变量分离; 2、求解本征值问题; 3、求解另外的常微

分方程; 4、特解的叠加; 5、利用定解条件确定叠加系数. 分离变量法关键的

步骤是求解本征值问题.

1. 变量分离

设u(x, t) = X(x)T (t),代入泛定方程得





X ′′ + λX = 0

T ′ + λa2T = 0

,其中λ为分离常

数. 将u(x, t) = X(x)T (t)代入边界条件得X(0) = 0, X(l) = 0.

2. 求解本征值问题





X ′′ + λX = 0

X(0) = 0, X(l) = 0

本征值λn =
n2π2

l2
,本征函数Xn(x) = sin

nπx

l
, n = 1, 2, · · · .
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3. 求解常微分方程T ′ +
n2π2a2

l2
T = 0, n = 1, 2, · · ·

Tn(t) = Cne
−n2π2a2

l2
t, n = 1, 2, · · · .

其中Cn为任意常数. 得一系列特解

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Cne
−n2π2a2

l2
t
sin

nπx

l
, n = 1, 2, · · · .

4. 特解的叠加

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =
∞∑

n=1

Cne
−n2π2a2

l2
t
sin

nπx

l
.

5. 利用初始条件确定叠加系数Cn

u(x, 0) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπx

l
= sin

2πx

l
=⇒





C2 = 1

Cn = 0, n 6= 2

.

所以该定解问题的解为u(x, t) = e
− 4π2a2

l2
t
sin

2πx

l
.

六六六、(15分)

令v(x, t) = xu(x, t). 化原定解问题为：




vtt = a2vxx (−∞ < x < ∞, t > 0)

v(x, 0) = xϕ(x) (−∞ < x < ∞)

vt(x, 0) = xψ(x) (−∞ < x < ∞)

利用D’Alembert公式,有

v(x, t) =
(x− at)ϕ(x− at) + (x + at)ϕ(x + at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
αψ(α)dα.

所以,

u(x, t) =
1

x
v(x, t) =

1

2x

[
(x− at)ϕ(x− at) + (x + at)ϕ(x + at) +

1

a

∫ x+at

x−at
αψ(α)dα

]
.

解的物理意义：f(x − at)表示右行波(或右传播波、正行波), f(x + at)表

示左行波(或左传播波、逆行波), u(x, t)表示沿x轴正、负方向传播的行波,其

中前一项来源于初始位移ϕ(x),后一项来源于初始速度ψ(x).
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七七七、(10分)

Laplace方程上半平面Dirichlet问题的格林函数为：

G(M,M0) = ln
1

rMM0

− g(M,M0) = ln
1

rMM0

− ln
1

rMM1

= ln
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2
− ln

1√
(x− x0)2 + (y + y0)2

,

其中ln
1

rMM0

= ln
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2
在静电学上表示M0(x0, y0)处单位正电

荷(其实指垂直于xOy平面穿过M0(x0, y0)点的无限长均匀直导线,其线电荷密度

为一个单位)在M(x, y)处产生的电势, −g(M,M0)表示接地导体平面y = 0上感应

负电荷在M(x, y)处产生的电势,其可以用镜像点M1(x0,−y0)处单位负电荷产

生的电势− ln
1√

(x− x0)2 + (y + y0)2
来代替.

Laplace方程上半平面Dirichlet问题解的积分公式为：

u(x0, y0) = − 1

2π

∫
f

∂G(M,M0)

∂n
ds

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x)

∂

∂y

[
ln

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2

− ln
1√

(x− x0)2 + (y + y0)2

]

y=0

dx

=
y0

π

∫ ∞

−∞
f(x)

(x− x0)2 + y2
0

dx

八八八、(10分)

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+ l(l + 1)y = 0 .

l = 0, 1, 2, 3, · · · ,

l阶Legendre多项式,即Pl(x) .

正交 、

归一 .
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