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注意：答案一律做在答题纸上，且各题必须写出主要步骤！ 

一、用分离变量法求解混合问题 
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要求写出完整过程．(25 分) 

二、求解初值问题 
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三、一根长为 l的均匀细杆，它的初温为常数 0u , 其两端的温度保持为0 , 请写出

此细杆上温度分布满足的定解问题(只写出该定解问题, 不需求解).     (10 分) 

四、Laplace 方程在球坐标系下的形式为 
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在平面极坐标系下的形式为 011
2

2

2 =
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

θ
u

rr
ur

rr
. 试求出 Laplace 方程的球对

称解和圆对称解.     (10 分) 

五、设在三维空间的一点 ),,( 0000 zyxM 处有一单位正电荷， 0=z 平面是接地导体，

试求 0>z 区域中的电势.   (15 分) 

六、写出方程 0)
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为 n阶 Legendre 多项式， )(xPm
n 为n阶连带 Legendre 多项式). (10 分) 

七、已知函数
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参考答案 
一、 
解：1. 变量分离 

设 )()(),( xXtTtxu = ，代入泛定方程得
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数. 将 )()(),( xXtTtxu = 代入边界条件得 0)()0( == lXX . 

2. 求解特征值问题
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3. 求解常微分方程 0)()(" 2 =+ tTatT nλ  
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4. 特解的叠加 
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5. 利用初始条件确定叠加系数 
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该混合问题的解为
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二、 

解: 利用 D’Alembert 公式 ∫
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三、 

解：该定解问题为
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四、 
解：1、在球坐标系下，如果u 与 ϕθ , 无关，即得球对称解满足的方程为
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1 ≠+−= rC
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数，令 0,1 21 =−= CC ，可得 )0(1)( ≠= r
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ru . 

2、在平面极坐标系下, 如果u 与θ无关，即得圆对称解满足的方程为
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，积分两次可得圆对称解： )0(ln)( 21 ≠+= rCrCru ， 21 ,CC 为积分常

数，令 0,1 21 =−= CC ，可得 )0(1ln)( ≠= r
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五、 
解：所求 0>z 区域中的电势实际上就是上半空间的格林函数. 采用镜像法, 得

0>z 区域中的电势为 

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

0
)()()(

1

)()()(

1);(),,(
zzyyxxzzyyxx

MMGzyx
++−+−

−
−+−+−

==φ

六、 

解：此方程为连带 Legendre 微分方程，这里 1,1 == mn ，所以其解为 
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七、 
解：利用三角函数和连带 Legendre 函数的正交归一性，可得 

∫ ∫
+

=
π π

ϕθθθϕθ
π

2

0 0

0 sin)(cos),(
4

12 ddPglA ll  

∫ ∫+
−+

=
π π

ϕθθϕθϕθ
π

2

0 0
sincos)(cos),(

)!(2
)!)(12( ddmPg

ml
mllA m

l
m
l

∫ ∫+
−+

=
π π

ϕθθϕθϕθ
π

2

0 0
sinsin)(cos),(

)!(2
)!)(12( ddmPg

ml
mllB m

l
m
l  

LL ,2,1,0,,3,2,1 == nnm  
 


