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得分

一一一、(10分)在经典数学物理方程中,以二阶线性偏微分方程为主要研究对象.

请问二阶线性偏微分方程从数学上分为哪几类? 在物理上分别对应于什么过

程? 并写出各类方程的标准形式.

二二二、(10分)数学物理方程有两大基本任务:导出定解问题和求解相应的定解

问题.请问什么是定解问题?定解问题包括哪些要素?我们学习了哪些定解问

题?以及求解这些定解问题的主要方法有哪些?

三三三、(10分)定解问题的适定性对于导出定解问题和求解定解问题具有重要的

指导意义.请问什么是定解问题的适定性? 适定性包括哪些方面? 并从物理角

度分析如下定解问题是不适定的(提示:可以从温度场或静电场出发,解可能不

存在).




∆u = f (f 6= 0) (在区域D内)

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0 (S为区域D的边界, n为边界S的外法线方向)

四四四、(5分)一根长为l的均匀细杆,其温度分布满足如下定解问题：




ut − a2uxx = 0 (0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 (t ≥ 0)

u(x, 0) = 200 (0 ≤ x ≤ l)
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不求解定解问题,从物理角度直观分析细杆上温度随时间的变化情况, 并考

察t → +∞时细杆上的温度.

五五五、(30分)分离变量法是求解定解问题的重要方法之一.请问分离变量法对定

解问题有什么要求？分离变量法有哪些基本步骤？关键的步骤是什么？请用

分离变量法求解如下弦振动方程的混合问题(要求写出完整的求解过程),并分

析解的物理意义.




utt = a2uxx (0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (t ≥ 0)

u(x, 0) = sin
2πx

l
, ut(x, 0) = 0 (0 ≤ x ≥ l)

六六六、(15分)一根无限长的均匀细杆,其振动满足如下定解问题:




utt = a2(uxx +
2

x
ux) (−∞ < x < ∞, t > 0)

u(x, 0) = ϕ(x) (−∞ < x < ∞)

ut(x, 0) = ψ(x) (−∞ < x < ∞)

其中ϕ(x), ψ(x)为充分光滑的已知函数. 请求解该定解问题,并说明解的物理意

义(提示: 令v(x, t) = xu(x, t)) .

七七七、(10分)格林函数又称点源影响函数, 请用镜像法求出Laplace方程上半空

间Dirichlet问题的格林函数,并说明其物理意义.同时请写出Laplace方程上半

空间Dirichlet问题




∆u = 0 (z > 0,−∞ < x < ∞,−∞ < y < ∞)

u(x, y, 0) = f(x, y) (−∞ < x < ∞,−∞ < y < ∞)

解的积分公式.

八八八、(10分)求解常微分方程的本征值问题时, 会得到各种各样的特殊函

数,诸如Legendre(勒让德)多项式、Bessel(贝塞耳)函数、Hermite(厄密)多项式
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和Laguerre(拉盖尔)多项式等.

对连带Legendre多项式,请填空(每空2分)：

l 阶连带Legendre微分方程的一般形式为

,其中有两个本征值l(l+1)和m. l的取值范围为 ,

相应m的取值范围为 . l 阶连带Legendre微分方程的解为l阶连

带Legendre多项式, 连带Legendre多项式的 性、 性和完备

性是使它成为一个坐标函数系的三个重要性质.
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参参参考考考答答答案案案

一一一、(10分)

二阶线性偏微分方程从数学上分为双曲型、抛物型、椭圆型三类,在物

理上,双曲型方程对应于波动过程,抛物型方程对应于传输和扩散过程,椭圆

型方程对应于稳定场过程. 双曲型方程的标准形式为utt − a2∆u = f ,抛物型方

程的标准形式为ut − a2∆u = f ,椭圆型方程的标准形式为∆u = f .

二二二、(10分)

物理问题在数学上的完整提法是：在给定的定解条件下,求解数学物理

方程. 数学物理方程加上相应的定解条件就构成定解问题.

定解问题包括泛定方程和定解条件.物理规律用偏微分方程表达出来,叫

作数学物理方程. 数学物理方程,作为同一类物理现象的共性,反映的是矛盾

的普遍性,与具体条件无关,是解决问题的依据,所以又称为泛定方程. 定解条

件包括边界条件和初始条件,有时还需要衔接条件.边界条件和初始条件反映

了具体问题特定的环境和历史,即矛盾的特殊性. 泛定方程提供解决问题的依

据,定解条件提出具体的物理问题,泛定方程和定解条件作为一个整体,合称

为定解问题.

学习的定解问题有: 对对对波波波动动动过过过程程程: 针对有界弦,提出了弦振动方程的混合

问题;针对无界弦,提出了弦振动方程的初值问题(或Cauchy问题).对对对传传传输输输和和和扩扩扩

散散散过过过程程程: 针对有界杆,提出了热传导方程的混合问题;针对无界杆,提出了热传

导方程的初值问题;针对一端有界的杆,提出了热传导方程的半无限问题.对对对

稳稳稳定定定场场场过过过程程程: 提出了Laplace方程圆、球、半空间、半平面的Dirichlet问题.

求解这些定解问题的主要方法有: 分离变量法(有界空间、无界空间、

极坐标系、球坐标系)、Fourier级数法(齐次泛定方程、非齐次泛定方程)、行
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波解法(或D’Alembert解法)、冲量定理法、格林函数法(波动、热传导、镜像

法)等.

三三三、(10分)

定解问题是对真实的物理问题经过一定的近似后得到的,近似就涉及到

是否合理的问题,即定解问题是否提的正确,这一问题称为定解问题的适定性.

定解问题的适定性包括解的存在性、解的唯一性和解的稳定性三个方面.

该定解问题如果从温度场来考虑,反映的是这样一种温度场：区域D 内

存在热源,而边界上是绝热的. 热源不停的放出热量,而热量又不能经由边界

散发出去, D 内的温度必然要不停的升高,其温度分布不可能是稳定的,故该

问题不能由Possion方程来描述,因此该定解问题的解是不存在的. 从而该定解

问题是不适定的.(注: 从静电场分析类似,只不过内部有电荷分布,而电场的法

向分量为零.)

四四四、(5分)

从该定解问题可以看出：杆的左端温度为0,右端绝热,杆内部没有热源,

杆上初始时刻各处温度均为常数200. 根据热传导规律,杆上的温度将随时间降

低,越靠近左端,温度降得越快,最后当t → +∞时细杆的温度将和左端的温度
相等,即杆上各处的温度均为0.

五五五、(30分)

分离变量法要求定解问题的泛定方程与边界条件必须是齐次的. 分离变

量法其基本步骤为：1、变量分离; 2、求解本征值问题; 3、求解另外的常微

分方程; 4、特解的叠加; 5、利用定解条件确定叠加系数. 分离变量法关键的

步骤是求解本征值问题.

1. 变量分离

设u(x, t) = X(x)T (t),代入泛定方程得





X ′′ + λX = 0

T ′′ + λa2T = 0

,其中λ为分

离常数. 将u(x, t) = X(x)T (t)代入边界条件得X(0) = 0, X(l) = 0.
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2. 求解本征值问题





X ′′ + λX = 0

X(0) = 0, X(l) = 0

本征值λn =
n2π2

l2
,本征函数Xn(x) = sin

nπx

l
, n = 1, 2, · · · .

3. 求解常微分方程T ′′ +
n2π2a2

l2
T = 0, n = 1, 2, · · ·

Tn(t) = Cn cos
nπa

l
t + Dn sin

nπa

l
t, n = 1, 2, · · · .

其中Cn, Dn为任意常数. 得一系列特解

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(
Cn cos

nπa

l
t + Dn sin

nπa

l
t
)

sin
nπx

l
, n = 1, 2, · · · .

4. 特解的叠加

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =
∞∑

n=1

(
Cn cos

nπa

l
t + Dn sin

nπa

l
t
)

sin
nπx

l
.

5. 利用初始条件确定叠加系数Cn, Dn

u(x, 0) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπx

l
= sin

2πx

l
=⇒





C2 = 1

Cn = 0, n 6= 2

.

ut(x, 0) =
∞∑

n=1

Dn
nπa

l
sin

nπx

l
= 0 =⇒ Dn = 0, n = 1, 2, · · · .

所以该定解问题的解为u(x, t) = cos
2πa

l
t sin

2πx

l
.

解的物理意义：该Fourier级数解在物理上表示驻波.

六六六、(15分)

令v(x, t) = xu(x, t). 化原定解问题为：




vtt = a2vxx (−∞ < x < ∞, t > 0)

v(x, 0) = xϕ(x) (−∞ < x < ∞)

vt(x, 0) = xψ(x) (−∞ < x < ∞)

利用D’Alembert公式,有
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v(x, t) =
(x− at)ϕ(x− at) + (x + at)ϕ(x + at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
αψ(α)dα.

所以,

u(x, t) =
1

x
v(x, t) =

1

2x

[
(x− at)ϕ(x− at) + (x + at)ϕ(x + at) +

1

a

∫ x+at

x−at
αψ(α)dα

]
.

解的物理意义：f(x − at)表示右行波(或右传播波、正行波), f(x + at)表

示左行波(或左传播波、逆行波), u(x, t)表示沿x轴正、负方向传播的行波,其

中前一项来源于初始位移ϕ(x),后一项来源于初始速度ψ(x).

七七七、(10分)

Laplace方程上半空间Dirichlet问题的格林函数为：

G(M,M0) =
1

rMM0

− g(M,M0) =
1

rMM0

− 1

rMM1

=
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
− 1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
,

其中
1

rMM0

=
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
在静电学上表示M0(x0, y0, z0)处

单位正电荷在M(x, y, z)处产生的电势, −g(M,M0)表示接地导体平面z = 0上感

应负电荷在M(x, y, z)处产生的电势, 其可以用镜像点M1(x0, y0,−z0)处单位负

电荷产生的电势− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

来代替.

Laplace方程上半空间Dirichlet问题解的积分公式为：

u(x0, y0, z0) = − 1

4π

∫ ∫
f

∂G(M,M0)

∂n
dS =

1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) · ∂

∂z[
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
− 1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

]

z=0

dx dy

=
z0

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)

[
(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2

0

]3/2
dxdy

八八八、(10分)

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 .

l = 0, 1, 2, 3, · · · ,

m = 0, 1, 2, · · · , l .

正交 、

归一 .
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