第8章  Legendre多项式  球函数  ——球坐标系下的分离变量法及其应用
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豆福全

第八章  Legendre多项式      球函数
     —— 球坐标系下的分离变量法及其应用

引   言
前几章中，已经应用分离变量法求解了一些定解问题。分离变量法实质上是将偏微分方程化为常微分方程，经过分离变量法后出现的常微分方程有时是变系数的方程。变系数的常微分方程的求解一般来说是困难的，但在求解数理方程时出现的变系数ODE有时往往有一些特殊性，这使得可以求出它们的通解。在采用极坐标系求解区域内的Laplace方程时就得到Euler方程，其通解易求得。除此之外，在另一些使用分离变量法的场合，也会得到一些别的规律形式的变系数常微分方程。如在球坐标系下分离变量法可引出Legendre方程。而在柱坐标系下分离变量法可得到Bessel方程，而一般情况下这些特殊方程的解不能用初等函数来表示，从而引入一类函数称为特殊函数，从本章开始将讨论这些问题。
在球坐标系中求解数理方程时会遇到一类特殊函数，这些函数的多项式形式最早由法国数学家Legendre(1752-1833)专门进行研究过，故命名这类函数为Legendre函数及Legendre多项式，目前Legendre函数在解方程式中的应用已极其普遍，我们有必要对其进行详细研究，主要讨论方程的导出，性质以及在解数理方程中的应用。
8.1  Legendre方程的导出

球形区域上Legendre方程的Dirichlet问题
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其中R为球半径，f为已知三元连续函数，以其为模型在球坐标系下进行推导即可得出Legendre方程。
引入球坐标变换
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则球坐标系下的Legendre方程为：
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边界条件变为
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应用分离变量法求上述定解问题
令
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，则代入球坐标系下Legendre方程有
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两边同时乘以
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即  
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左端只是r的函数，右端只是
[image: image13.wmf],

r

q

的函数，要相等只有它们全等于常数。
有
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即  
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此方程之解
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无关（半径），故称为球面函数，简称球函数。
再令
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两边同乘以
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即  
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对
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令
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按习惯令
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                    ------称为连带Lengendre微分方程
取
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则得方程
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                            -----Lengendre微分方程
此问题最早由法国数学家A.M.Lengendre于1785年专门研究过，故以此得名。
实际上
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以后将会看到这样取值的好处（方程在闭区间【-1，1】上要有非零解，或满足自然边界条件的非零解（
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有解）），
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于是上述微分方程为：
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                     ------n阶连带Lengendre微分方程
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                         ----- n阶Lengendre微分方程
球坐标系下的波动方程、热导方程、Laplace方程均能导出Lengendre微分方程，
实质上：球坐标系下亥姆霍兹方程（Helmhotz）
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即可导出之。
8.2 Legendre方程的求解

由上节看到一些定解问题的解决其实归结为Legendre方程的解决，本节求该方程的解，求Legendre方程的本征值、本征函数。
Legendre方程为：
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其中
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（由于实际应用中
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为整数时情况最为重要，故这里不考虑
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为复数的时情况）
根据常微分方程理论，设方程为
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的幂级数，则在这个邻域由方程有如下形式幂级数解
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为待定常数。
Legendre方程可写为：
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显然当
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的幂级数，故Legendre方程有幂级数解。以下来确定
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代入方程得
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即
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上式对
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中的一切
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成立，因此必须每一次的系数都等于0
即
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于是，可把一切
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或
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代入
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从系数的递推公式易证这两个级数
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又
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8.3Legendre多项式及其性质

1、 Legendre多项式

在实际应用中，常常要求Legendre方程在
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上有界的非零解,
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可看出当
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不是整数时，
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当
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为整数时这种特殊情况重要，现在就给出这个多项式的表达式。

当
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为正整数时，为得到Legendre方程的一个多项式解，将递推公式
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这样可通过多项式的最高次项系数
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来表示其它各项的系数，
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为使得到的多项式解形式简洁并且满足在
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相应的有
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若
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若
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是正奇数，则
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写成统一形式：
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其中  
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8.4  Fourier---Legendre级数

                       ---按Legendre多项式展开

    讨论Fourier级数时，一个三角函数序列的正交性和归一性是使它成为一个坐标函数系的两个重要性质，同样要讨论一类函数按Legendre多项式展开问题时，也是要考虑Legendre多项式的正交性和归一性。

一、Legendre多项式的正交性
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则称函数系
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除以上三角函数系具有正交性外，还有许多其它函数系也具有正交性。如Legendre函数系、Bessel函数系等。

定理：Legendre多项式系
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二、Fourier---Legendre级数---展开定理

1. Fourier---Legendre级数

  形如
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2.展开定理

    由于Legendre多项式系
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定理：设函数
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上可以展开成绝对且一致收敛的级数。
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8.5   连带Legendre多项式

Associated  Legendre  Polynomial

一、连带Legendre多项式

     球坐标系下调和函数
[image: image192.wmf]u

和
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无关，则通过分离变量法引出Legendre方程。一般若调和函数
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无关，则分离变量的结果将导致连带Legendre微分方程
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是非负整数，
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直接求其解较繁杂，于是采用如下方法求解：
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代入连带Legendre方程得
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该方程恰为Legendre方程求得
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次的结果。
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再求导：
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连续求
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次导：
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即
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是连带Legendre方程的一个解。

记：
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下给出前6个连带Legendre多项式：
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二、连带Legendre多项式正交性和归一性
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该多项式称为
[image: image232.wmf]n

次的Legendre多项式（或称为第一类
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阶Legendre函数），Legendre多项式也称为第一类Legendre函数。
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（其图形见课本
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不难看出，奇数阶Legendre多项式是奇函数，偶数阶Legendre多项式是偶函数。
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由此可见，Legendre方程和解在
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有界的自然边界条件构成常微分方程的边值问题，
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为该问题的本征值，Legendre多项式就为相应的特征函数。
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三、Rodrigues公式-----Legendre多项式的微分形式
为讨论问题和计算上的方便，常将Legendre多项式写成如下的形式
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Legendre多项式的微分形式

简证：用二次式定理把
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上式求
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四、Legendre多项式的Schlaf（施列负利）积分表达式
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  （旋氏积分）

设
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故
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    -----------Laplace组合

五、Legendre多项式的递推公式
Legendre多项式有一系列有用的递推公式，如

1. 
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8.6  Legendre多项式在分离变量法中的应用
---Laplace方程球形域上Dirichlat问题
1、 Laplace方程球形域上Dirichlat问题的解

球形域上Laplace方程Dirichlat问题
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代入球坐标形式
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即连带Legendre方程，
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由边界条件
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利用三角函数，连带Legendre多项式的正交、归一性得
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其中，
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例1.有一球心在原点，半径为1的球，球内无电荷，球面上电势分布为
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，求球内的电势分布。

解：球内无电荷，电势满足Laplace方程
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，这样对于球形域采用球坐标系，方程为：
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原问题归结为如下定解问题：
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运用分离变量法，令
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相应的特征函数为：
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上展开成Fourier---Legendre级数的系数，可由下面公式确定。而
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说明：也可找一些波动、热导问题在球坐标系下分离变量得Legendre方程然后解之。

PAGE  
第21页    共22页   


_1300446339.unknown

_1300705589.unknown

_1300777701.unknown

_1300780830.unknown

_1330191905.unknown

_1330458260.unknown

_1330461062.unknown

_1330505829.unknown

_1330513691.unknown

_1330458918.unknown

_1330194734.unknown

_1330195178.unknown

_1330195494.unknown

_1330195230.unknown

_1330195069.unknown

_1330194693.unknown

_1300781120.unknown

_1300781465.unknown

_1300781769.unknown

_1300782026.unknown

_1300782126.unknown

_1300782139.unknown

_1300782244.unknown

_1300782083.unknown

_1300781836.unknown

_1300781848.unknown

_1300781807.unknown

_1300781620.unknown

_1300781706.unknown

_1300781480.unknown

_1300781306.unknown

_1300781357.unknown

_1300781455.unknown

_1300781327.unknown

_1300781206.unknown

_1300781233.unknown

_1300781169.unknown

_1300780976.unknown

_1300781049.unknown

_1300781095.unknown

_1300781034.unknown

_1300780906.unknown

_1300780938.unknown

_1300780860.unknown

_1300779583.unknown

_1300780285.unknown

_1300780561.unknown

_1300780710.unknown

_1300780790.unknown

_1300780622.unknown

_1300780333.unknown

_1300780492.unknown

_1300780299.unknown

_1300779974.unknown

_1300780228.unknown

_1300780256.unknown

_1300780183.unknown

_1300779702.unknown

_1300779850.unknown

_1300779609.unknown

_1300778523.unknown

_1300779120.unknown

_1300779395.unknown

_1300779446.unknown

_1300779265.unknown

_1300778783.unknown

_1300778964.unknown

_1300778705.unknown

_1300778208.unknown

_1300778425.unknown

_1300778461.unknown

_1300778223.unknown

_1300778050.unknown

_1300778132.unknown

_1300777981.unknown

_1300708607.unknown

_1300710278.unknown

_1300710995.unknown

_1300777393.unknown

_1300777642.unknown

_1300777686.unknown

_1300777614.unknown

_1300777251.unknown

_1300777376.unknown

_1300710997.unknown

_1300710781.unknown

_1300710925.unknown

_1300710994.unknown

_1300710979.unknown

_1300710852.unknown

_1300710412.unknown

_1300710714.unknown

_1300710313.unknown

_1300709499.unknown

_1300709805.unknown

_1300709895.unknown

_1300710206.unknown

_1300709834.unknown

_1300709734.unknown

_1300709759.unknown

_1300709639.unknown

_1300708744.unknown

_1300709264.unknown

_1300709379.unknown

_1300708916.unknown

_1300708661.unknown

_1300708725.unknown

_1300708638.unknown

_1300707022.unknown

_1300707607.unknown

_1300707961.unknown

_1300708379.unknown

_1300708532.unknown

_1300708248.unknown

_1300707836.unknown

_1300707910.unknown

_1300707799.unknown

_1300707658.unknown

_1300707722.unknown

_1300707425.unknown

_1300707533.unknown

_1300707568.unknown

_1300707470.unknown

_1300707224.unknown

_1300707304.unknown

_1300707199.unknown

_1300706102.unknown

_1300706512.unknown

_1300706713.unknown

_1300706979.unknown

_1300706656.unknown

_1300706248.unknown

_1300706472.unknown

_1300706220.unknown

_1300705830.unknown

_1300705935.unknown

_1300705987.unknown

_1300705903.unknown

_1300705640.unknown

_1300705789.unknown

_1300705607.unknown

_1300526866.unknown

_1300702129.unknown

_1300704125.unknown

_1300704979.unknown

_1300705293.unknown

_1300705488.unknown

_1300705520.unknown

_1300705359.unknown

_1300705119.unknown

_1300705233.unknown

_1300705018.unknown

_1300704512.unknown

_1300704684.unknown

_1300704846.unknown

_1300704573.unknown

_1300704380.unknown

_1300704427.unknown

_1300704210.unknown

_1300703559.unknown

_1300703854.unknown

_1300704007.unknown

_1300704058.unknown

_1300703992.unknown

_1300703813.unknown

_1300703829.unknown

_1300703574.unknown

_1300702503.unknown

_1300702998.unknown

_1300703217.unknown

_1300702975.unknown

_1300702527.unknown

_1300702628.unknown

_1300702340.unknown

_1300702458.unknown

_1300702232.unknown

_1300700850.unknown

_1300701402.unknown

_1300701855.unknown

_1300701946.unknown

_1300702067.unknown

_1300702093.unknown

_1300701899.unknown

_1300701673.unknown

_1300701611.unknown

_1300701630.unknown

_1300700994.unknown

_1300701341.unknown

_1300701362.unknown

_1300701183.unknown

_1300700927.unknown

_1300700970.unknown

_1300700880.unknown

_1300527887.unknown

_1300529000.unknown

_1300700650.unknown

_1300700709.unknown

_1300529001.unknown

_1300528489.unknown

_1300528656.unknown

_1300528907.unknown

_1300528159.unknown

_1300527998.unknown

_1300528016.unknown

_1300527327.unknown

_1300527657.unknown

_1300527821.unknown

_1300527497.unknown

_1300527035.unknown

_1300527261.unknown

_1300527001.unknown

_1300446357.unknown

_1300524833.unknown

_1300525609.unknown

_1300526168.unknown

_1300526633.unknown

_1300526795.unknown

_1300526426.unknown

_1300526088.unknown

_1300526107.unknown

_1300526007.unknown

_1300525265.unknown

_1300525341.unknown

_1300525580.unknown

_1300525297.unknown

_1300525331.unknown

_1300525117.unknown

_1300525071.unknown

_1300525106.unknown

_1300525052.unknown

_1300524942.unknown

_1300446361.unknown

_1300524821.unknown

_1300446362.unknown

_1300524743.unknown

_1300446359.unknown

_1300446360.unknown

_1300446358.unknown

_1300446348.unknown

_1300446352.unknown

_1300446354.unknown

_1300446355.unknown

_1300446353.unknown

_1300446350.unknown

_1300446351.unknown

_1300446349.unknown

_1300446344.unknown

_1300446346.unknown

_1300446347.unknown

_1300446345.unknown

_1300446342.unknown

_1300446343.unknown

_1300446341.unknown

_1300269481.unknown

_1300446321.unknown

_1300446330.unknown

_1300446335.unknown

_1300446337.unknown

_1300446338.unknown

_1300446336.unknown

_1300446332.unknown

_1300446334.unknown

_1300446331.unknown

_1300446326.unknown

_1300446328.unknown

_1300446329.unknown

_1300446327.unknown

_1300446323.unknown

_1300446324.unknown

_1300446322.unknown

_1300446313.unknown

_1300446317.unknown

_1300446319.unknown

_1300446320.unknown

_1300446318.unknown

_1300446315.unknown

_1300446316.unknown

_1300446314.unknown

_1300269485.unknown

_1300446311.unknown

_1300446312.unknown

_1300269486.unknown

_1300269483.unknown

_1300269484.unknown

_1300269482.unknown

_1300269465.unknown

_1300269473.unknown

_1300269477.unknown

_1300269479.unknown

_1300269480.unknown

_1300269478.unknown

_1300269475.unknown

_1300269476.unknown

_1300269474.unknown

_1300269469.unknown

_1300269471.unknown

_1300269472.unknown

_1300269470.unknown

_1300269467.unknown

_1300269468.unknown

_1300269466.unknown

_1300269457.unknown

_1300269461.unknown

_1300269463.unknown

_1300269464.unknown

_1300269462.unknown

_1300269459.unknown

_1300269460.unknown

_1300269458.unknown

_1300269453.unknown

_1300269455.unknown

_1300269456.unknown

_1300269454.unknown

_1300269451.unknown

_1300269452.unknown

_1300269448.unknown

