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第七章     Green 函数法
Green Function method
引言
前面几章我们系统的讨论了求解数学物理方法的几种典型方法：分离变量法，行波法以及积分变换法。分离变量法主要适用于求解各种有界区域内的定解问题，行波法则主要适用于求解无界区域内的波动问题，而积分变换法也主要适用于求解无界区域内的定解问题，然而不受方程类型的限制。同时，分离变量法，积分变换法这两种方法所给出的解,一般具有无穷级数与无穷积分的形式。
本章介绍求解数学物理方程的另一重要方法——Green函数法。所不同的是，该法给出的是一种有限积分的解，便于人们进行理论分析与研究。Green函数的特点是它仅与定解问题所定义的区域的形状及边界条件类型有关，而与定解条件及方程非齐次项所给出的具体形式无关。特别是一些用分离变量法较难处理的非齐次方程的定解问题，Green函数法更能显示出其优越性。
从物理上看，一个数学物理方程在大多数情况下，往往表示一种特定的“场” 和产生这种场的“源”之间的关系。如热导方程表示的是温度场与点源之间的关系，泊松方程表示的是静电场和电荷分布之间的关系等。这样，当源被分解成许多点源的叠加时，如果通过某一种方法知道各点源产生的场，然后再利用叠加原理，就可以求出同样边界条件下任意源的场，这种求解数理方程的方法被称为Green函数法，而点源产生的场就是Green函数。
本章首先复习Laplace方程边值问题的几种类型，然后由Green公式建立起Green函数的概念，并通过Green函数得到一般的泊松方程边值问题解的积分表达式，最后在几个特殊区域上讨论Green函数及Laplace方程的第一边值问题具体的求解过程。
7.1   Laplace方程边值问题
7.1.1  内问题

       Laplace方程：   
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描述物理中的平衡、稳定等现象，从而变化过程与时间无关，这时不提初始条件，边界条件常用到以下三种：
1. 第一边值问题 Dirichlet问题

设曲面
[image: image3.wmf]R

为空间某一区域
[image: image4.wmf]W

的边界，
[image: image5.wmf]f

是定义在曲面
[image: image6.wmf]R

上已知连续函数，求一函数
[image: image7.wmf](,,)
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满足Laplace方程，满足光滑性条件：在区域
[image: image8.wmf]W

内有二阶连续偏导数，在
[image: image9.wmf]W=W+G

上连续，且有
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具有二阶连续偏导数且满足Laplace方程的函数称为调和函数。第一边值问题的等价说法：在区域
[image: image11.wmf]W

内求一调和函数
[image: image12.wmf]u

，使它在
[image: image13.wmf]W=W+G

上连续，并且在边界
[image: image14.wmf]G

上与已知函数相等。
2. 第二边值问题  Neumann问题
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的外法线方向
3.第三边值问题


[image: image18.wmf]()

u

uf

n

ab

¶

+=

¶

    其中
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 不全为零

三维Laplace方程的边值问题可统一写为：
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三维Poisson方程的边值问题可统一写为：
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   其中
[image: image23.wmf]g
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均为连续的三元函数

内问题：以上所讨论的边值问题都是在边界
[image: image25.wmf]G

上给定某些约束条件，并在
[image: image26.wmf]W

的内部求Laplace方程或Poisson方程的解，这样的问题称为内问题。

7.1.2  外问题

物理中，在确定物体外部的稳恒温度场时，人们常常将它归结为某一区域
[image: image27.wmf]W

的外部求调和函数
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，并满足边界条件
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，这里
[image: image30.wmf]G

表示
[image: image31.wmf]W

的边界，
[image: image32.wmf]f

表示物体表面的温度。类似这样的定解问题称为Laplace方程的外问题。
1.  Dirichlet外问题 
设
[image: image33.wmf]f

是定义在曲面
[image: image34.wmf]G

上已知的连续函数，求一函数
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，使得它是
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的外部区域
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内的调和函数，并在
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上连续，而且当
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物理上看，引入上述极限的条件是因为电学上总是规定无穷远点处的电位为零。数学上看，有了这个条件可以保证外问题解的唯一性。如：单位球面
[image: image43.wmf]G

外求一调和函数
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，使其满足
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都是上述问题的解。
2.Neunmann外问题
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本章我们仅讨论内问题，所用方法也适合外问题。
7.1.3 Laplace方程的球对称解

球坐标下Laplace方程  
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 外下述形式：


[image: image51.wmf]222

222222

21cos1

()0

sinsin

uuuuu

rrrrr

q

qqqqj

¶¶¶¶¶

++++=

¶¶¶¶¶


或
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若具有球对称性，
[image: image53.wmf]u

不依赖于
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和
[image: image55.wmf]j

，仅与
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有关，则方程简化为：
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为任意常数，取
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则得球对称解为
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7.2  Green公式  调和函数的基本性质

Green公式是研究Green函数的工具，本节先介绍Green公式，再对调和函数的基本性质加以说明。

7.2.1 Green公式

Green公式可视为微积分学中Gauss公式的两个推论，有了Green公式就可推出Laplace方程解的积分形式，并讨论解的性质。
设
[image: image66.wmf]W

是以足够光滑的（分片光滑）曲面
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为边界的有界连通区域，
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上连续且在
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内有连续偏导数的任意函数，则Gauss公式（奥斯特洛格拉法斯基）公式：
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其中
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是体积之和（
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的外法线方向，
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上的面积微元。
设函数
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在闭区域
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是具有连续的一阶偏导数，在
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内具有连续的所有二阶偏导数，在Gauss公式中，令
[image: image84.wmf]v

u

x

¶

R=

¶

，
[image: image85.wmf]v

Qu

y

¶

=

¶

，
[image: image86.wmf]v

Ru

z

¶

=

¶

。
则         
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即         
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                              ——Green第一公式

其中
[image: image91.wmf]D

：三维Laplace算子，
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的外法线方向导数。

也可以写为：
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其中
[image: image95.wmf]ugradu
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，表示函数
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在点
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将
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的位置互易，得
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两式相减有：
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                            ——Green第二公式

7.2.2 调和函数的积分形式

利用Green公式推导调和函数的积分形式
定理：设曲面
[image: image102.wmf]W

是
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的边界，若函数
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内具有二阶连续偏导数，在闭区域
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上有一阶连续偏导数，则
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其中
[image: image111.wmf]n
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[image: image618.wmf]M

[证]  由于函数
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内有奇异点
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，故不能直接利用Green公式，需要将奇异点挖掉：作一以
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为球心，充分小的正数
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为半径的球面
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[image: image126.wmf]r

G

所围的球形区域
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上任意处可微，且可验证
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第二公式：
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在
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上式左端
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先计算沿球面
[image: image141.wmf]r
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内法线方向的方向导数：
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得 
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由积分中值定理：
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同理：
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[image: image149.wmf]1

M

，
[image: image150.wmf]2

M

是球面
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若
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                  ——调和函数的积分表达式（调和函数性质之一）

表明：对于在闭区域
[image: image164.wmf]W=W+G

上一阶偏导数连续的调和函数
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上法向导数值来表示。
注：推导过程中，点
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上，同样也可得到类似式子。

[image: image178.wmf]0

00

00

0

11

[()]2()

4()

M

u

udSuMM

rnnr

uMM

p

p

G

W

ì

¶¶

ï

-=R

í

¶¶

ï

W

î

òò

在

外

在

上

在

内

           

     

     


7.2.3  调和函数的性质
1. Neumann问题有解的必要条件
设函数
[image: image179.wmf](,,)
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为边界的区域
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的调和函数，在
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上有一阶连续偏导数，则
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[证]  第二Green公式中
[image: image184.wmf]u

为调和函数，
[image: image185.wmf]1
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可得证。

说明：调和函数的法向导数沿区域边界的积分等于零。对稳定的温度场来说，表示经过物体界面流入和流出该物体的热量相等，否则就不能保持热的动态平衡，而使温度场不稳定。
也有此式得Neumann问题有解的必要条件为：
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可以证明这一条件也是Neumann问题有解的充分条件。

2. 球面平均值公式——平均值定理

定理：设函数
[image: image187.wmf]u

在某区域
[image: image188.wmf]W
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，并在球面
[image: image197.wmf]a
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上应用调和函数的积分表达式和性质1即可得证。
[image: image198.wmf]0
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处的值就等于在球面
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上的平均值。
表明：只要
[image: image200.wmf]a
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所围球形区域不超出
[image: image201.wmf]u

的调和区域，则该调和函数在球心
[image: image202.wmf]0
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。
3.最值定理
定理：若
[image: image203.wmf]u

是区域
[image: image204.wmf]W

内的调和函数，在闭区域
[image: image205.wmf]W=W+G

上连续且不恒为常数，则该函数的最大值和最小值只能在边界上取得。
分析：对稳定的温度场来说，热量的流动处于动态平衡，当内部无热源时（即方程是齐次的
[image: image206.wmf]0
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）温度分布不可能在内部有最高点和最低点。否则，热量将由温度高的地方流向温度低的地方，这就与没有热源且是稳定的温度场的假设相违背。
4.Lalace方程边值问题的唯一性

7.3 Green函数
7.3.1 Green函数的引入
由上节知，设曲面
[image: image207.wmf]G

是区域
[image: image208.wmf]W

的边界。若函数
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内具有二阶连续偏导数，在
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上有一阶连续偏导数，则
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当
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内的某一调和函数，由第二Green公式有：
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将上面两式相减，有
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函数
[image: image224.wmf]G

在
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内除点
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（
[image: image227.wmf]0

M

是奇点）外,满足Laplace方程，若开始时选取：


[image: image228.wmf]1

4

V

r

p

GG

=

    即  
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这样定义的函数
[image: image230.wmf]G

称为Laplace方程第一边值问题的Green函数。

注：1. Green函数定义式中的函数
[image: image231.wmf]v

实际上就是区域
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内的边值问题
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    的解
2. 
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    Green函数为该定解问题的解。
3. Green函数
[image: image238.wmf]0
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在物理中常用来表示一定的边界条件下，位于
[image: image239.wmf]0

M

的点源在点
[image: image240.wmf]M

处产生的场。在这个意义下，将Green函数称为Laplace方程第一边值问题的源函数，
[image: image241.wmf]0
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称为源点，
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称为场点。
位于处的源在
[image: image243.wmf]x

处的响应，由
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可知函数
[image: image245.wmf]V

一经求出，则Laplace方程第一边值问题
[image: image246.wmf]0

u

uf

G

D=

ì

í

=

î

的解（若存在）也可用Green函数表示：
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Poisson方程第一边值问题
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由此可见，对任意函数
[image: image250.wmf]f

求Laplace方程或Poisson方程第一边值问题的解就转化为求相应的Green函数。而由Green函数的定义，求某区域内的Green函数就是去求一调和函数
[image: image251.wmf]V

，满足
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的解。
最终，将Laplace方程第一边值问题的求解归结为另一Laplace方程第一边值问题的求解。似乎没有在本质上得以解决问题，有点“换汤不换药”之感，但
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有着重要的意义。

（1）Green函数仅与区域有关，而与原Laplace方程第一边值问题的边界条件无关。只要求出某区域上的Green函数，就可以一劳永逸的给出所有Laplace方程第一边值问题的统一形式解。

（2）对于某些特殊的区域，如球形区域或半空间，Green函数可以通过比较直观的物理方法求得。
物理意义：Green函数在物理，化学及工程学等多门学科中都有着举足轻重的作用和地位。如在静电学中，假设在闭曲面
[image: image256.wmf]G

内一点
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处放置一单位正电荷，即以它在
[image: image258.wmf]G

的内侧就感应有一定分布密度的负电荷，而在
[image: image259.wmf]G

的外侧则分布有相同数量的正电荷。若曲面
[image: image260.wmf]G

是导体，并接地，则分布在
[image: image261.wmf]G

外侧的正电荷消失，电位（势）变为0，这时
[image: image262.wmf]G

内任意一点
[image: image263.wmf]M

处的电势就由两种电荷产生：
①位于
[image: image264.wmf]0

M

处的单位正电荷，产生的电势为
[image: image265.wmf]1
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（假设介质的介电常数为1）。
②
[image: image266.wmf]G

的内侧所感应的负电荷，产生的电势
[image: image267.wmf]V

，
[image: image268.wmf]V

是Laplace方程第一边值问题
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的解。

所以，Green函数
[image: image270.wmf]0
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表示位于
[image: image271.wmf]0
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处的单位正电荷在导电曲面
[image: image272.wmf]G

内任一点
[image: image273.wmf]M

处产生的电势。
7.3.2  Green函数
1.基本解

定义：设
[image: image274.wmf]L

是线形微分算子，称方程
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的解
[image: image276.wmf]0

(,)

uMM

为方程
[image: image277.wmf]()

LufM

=

或
[image: image278.wmf]0
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的基本解或称算子
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的基本解，有时也称自由空间的Green函数，其中
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为区域
[image: image281.wmf]W

内一点，
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点为该函数（或某阶导数）的奇点。如：三维Poisson方程和Laplace方程
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的基本解为
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课本P292-301为利用Fourier变换法求各种方程的基本解。

几种常见方程的基本解：
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    基本解：
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物理意义：点
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处放置一单位点热源在
[image: image296.wmf](,)
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处产生的影响，即物体的稳恒温度场就是基本解。或在点
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处放置一单位电荷，在点
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处所产生的电势分布。
热导方程Cauchy问题
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的基本解为：
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三维波动方程Cauchy问题： 
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基本解为：
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一维波动方程Cauchy问题：：
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 的基本解为：
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均有物理意义。
2．Green函数.
定义：满足
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，  的函数
[image: image306.wmf]0
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称为Laplace方程Dirichlet问题的Green函数。其中
[image: image307.wmf]G

为
[image: image308.wmf]W

的边界。
类似的满足
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的函数
[image: image310.wmf]0
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称为Laplace方程Neumann问题的Green函数。
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的外法线方向——实际上不存在（物理，数学上）要引入广义Green函数：
满足
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的函数
[image: image314.wmf]0
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称为Laplace方程Robin问题的Green函数。（
[image: image315.wmf]a

，
[image: image316.wmf]b

不同时为零）

Neumann问题的Green函数不存在的情况解释：
[image: image317.wmf]G

为稳定温度场，
[image: image318.wmf]d

表示物体内部有热源，即在
[image: image319.wmf]G

上
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表示物体在边界上无热交换，因而热源散发出的热量不能通过边界散发出去，物体内的温度不断升高，此温度场不稳定。从数学的角度也可以严格证明。
7.3.3 Green函数的性质

性质1. 设
[image: image321.wmf]0
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是区域
[image: image322.wmf]W

上的Green函数，曲面
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为
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的边界，则 
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[证] 由Gauss 公式及
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性质2. 对称性    互易原理   关于源点和场点是对称的。
Green函数
[image: image329.wmf]0
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关于点
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MM

具有对称性。即对区域
[image: image331.wmf]W

内的任意两个互异点
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，
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，有
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。
物理意义：位于点
[image: image335.wmf]1
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的点源，在Dirichlet边界条件下在
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点产生的场，等于位于
[image: image337.wmf]2
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点同样强度的点源，在相同边界条件下在
[image: image338.wmf]1
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点产生的场，物理上称为互易性或倒易性。

7.4  Green函数法

7.4.1  Green函数法

假设Green函数已求出，就可研究Laplace方程和Poisson方程各类边界问题解的积分表示，前节已讨论
定解问题 
[image: image339.wmf]0

u

uf

G

D=      W

ì

í

=

î

内

     



[image: image340.wmf]0

()[]

uG

uMGudSGudV

nn

GW

¶¶

=--D

¶¶

òòòòò


而三维Poisson方程边值问题为：
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[image: image342.wmf]h
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[image: image343.wmf]g

为连续三元函数
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中用
[image: image345.wmf]0
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其中
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取面积元，体积元素
—— 基本积分公式

1. 第一类边界条件 
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，时间
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（源与初始条件所有影响加起来的结果。）
2.第二类边界条件  
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3.第三类边界条件 
[image: image365.wmf]0,0
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若是定解问题
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这种先求Green函数，再求原问题解的方法称为Green函数法。
7.4.2 用Green函数法解题的步骤

1. 从Green函数公式出发，推导方程解的积分表达式。

2. 求各边值问题相应的Green函数

3. 将所的Green函数代入解的积分形式，整理化简得原边值问题的解。
Green函数法不仅可以求稳态边值问题，也可以非稳态边值问题或混合问题。不仅适用于PDE，也适用于ODE，对有界问题适用，对无界问题也适用，是求解数理方法的常用方法之一。
7.5 几种特殊区域的Green函数——电像法
及Laplace方程第一边值问题的解

引言

 通过前几节的学习，我们知道只要求出了区域
[image: image369.wmf]W

在各边界条件下的Green函数，则Laplace方程或Poisson方程相应边值问题的解，都可以通过积分形式表示出来。大多数情况下Green函数的求解十分麻烦或困难，但对于某些特殊区域的空间或平面区域，往往可以通过比较巧妙的方法求出其上的Green函数。本节介绍一种经典的求Green函数的方法——电像法（静电源像法或镜像法）。所谓电像法，就是在区域
[image: image370.wmf]W

外找出其内任意一点
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的像点（或对称点）
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。然后在
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内任一点
[image: image388.wmf]M

处的电势就是我们寻找的Green函数。由于这种方法是通过静电学中的镜像原理来求Green函数，因此常称为电像法。
另外，求Green函数还可用本征函数展开法（固有函数法）。该法应用比较普遍，但要求区域规则（详见P260车181）这里不再详述。
介绍镜像法前先谈Green函数的一般求法——无界区域的Green函数。

7.5.1 Green函数的一般求法

1.无界区域的Green函数
无界区域的Green函数，又称自由空间的Green函数，即为相应方程的基本解。

如：三维Poisson方程基本解，即Green函数：
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    二维Poisson方程基本解，即Green函数 
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注： 也可以用Fourier变换法求无界区域的Green函数。

2. 用本征函数展开法求边值问题的Green函数。

7.5.2  Laplace方程的Dirichlet问题—镜像法

本部分对几个特殊区域求Green函数，并给出在此区域上Laplace方程Dirichlet问题完整的求解过程。

对Laplace方程求出Green函数
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，可以将
[image: image392.wmf]G

看作是非齐次方程的一解
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与齐次方程一个解
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而
[image: image400.wmf]u

正好为Laplace方程的基本解，于是求Green 函数G的关键是求问题：
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的解。

镜像法的再描述：镜像法又称静电源像法，可以从Green 函数在静电学中的物理意义来构造Green 函数。
[image: image402.wmf]Guv
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内
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的边界
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上等于零，这表明边界面接地，电势为0，而
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外某点虚设一个点电荷，使其产生的电势在边界限上恰好为源点电荷产生的电势抵消，则这个虚设的点电荷的电势就等于感应电荷所产生的电势，问题是这个虚设的点电荷的位置在何处，一个直观的想法是这个虚设的点电荷放置在与源点
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1. 半空间的Green函数

例1. 求上半空间
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   的解。其中
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为
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的边界，即
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坐标面。
[解]：先求Green函数
在上半空间
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由Laplace方程Dirichlet问题解的积分形式
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的外法线方向为
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的负方向故
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类似地，上半平面内二维Laplace方程Dirichlet问题
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   解的积分表达式为：
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Green函数为：
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例2. 求
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平面区域
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其中
[image: image467.wmf]()
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为已知的连续函数。
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注：点对于每
一边界的像（映射）
电荷反号。点电荷
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处的电势分别为：
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则可得区域
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内的Green函数：
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又
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故原定解问题的解为：
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总结Green函数的求法：
（1）在给定的区域
[image: image491.wmf]()

D

W

内任取一点
[image: image492.wmf]0

M

，在点
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（2）以区域
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注：对每一边界的像（映射），电荷反号。

（4） 区域
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2.球形区域内的Green函数

例5.3求球心在坐标原点
[image: image511.wmf]o

，半径为
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的.球形区域
[image: image513.wmf]W

内的Laplace方程第一边值问题的解。
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为已知三元连续函数。
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故球形区域上的Laplace方程第一边值问题的Green函数为：
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（2）解的积分形式
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故
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所以
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写成球坐标形式：
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其中
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的球坐标，
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的坐标，这时矢径
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方向余弦分别为：
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上式也可写为：
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----- 均称为球的Poisson积分公式。

例5.4 设有一球心在坐标原点，半径为R的均匀球，上半球面温度保持在
[image: image572.wmf]0

C

o

，下半球面温度保持在
[image: image573.wmf]1

C
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求

(1)球的温度的稳定分布；(2)球的z轴上温度的变化；

(3)球心的温度。

[解]：该问题归结为如下定解问题：
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(1)由球的Poisson积分公式，球由任一点
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的温度为：
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(2)当点位于球的z轴上时，有两种情况：
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若
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若
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（3）由于温度是连续变化的，则
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即均匀球球心的温度为
[image: image586.wmf]1
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3.圆形区域上的Green函数

例5.5.求圆心在坐标原点O，半径为R的圆形区域D内的Laplace 方程第一边值问题：
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的解。

[解]  (1)求Green函数

在圆域D内任取一点
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二维Laplace方程的基本解为：
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在
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设
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不能取
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为Green函数，而
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故Green函数为：
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（2）解的积分形式
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求导，利用极坐标系，导出解的积分形式为：
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其中
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的极坐。P197
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