第4章  Laplace方程的Dirichlat问题――极坐标系下的分离变量法
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第四章  Laplace方程的Dirichlat问题

――极坐标系下的分离变量法
引    言
前面讨论的热传导方程现象和扩散现象，都是随着时间的变化的，有一种特殊情况，而它们已经处于稳定状态，或者变化相当小，以致可以看成与时间无关，这时，
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对于稳定的二维或三维热传导方程或扩散方程有：
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4.1 Laplace方程及其边值问题
一、Laplace方程用来描述稳定场过程
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    （三维）
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称为Laplace方程或调和方程。
调和函数：如果一个函数u在某个区域D内连续，且满足Laplace方程，则称该函数是D内的调和函数，或该函数u在D内调和。

1.稳恒温度（浓度）分布

2.无源无旋的静电场
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 或 
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3.无源无旋的稳定流场（稳恒流场）
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4.平衡的均匀薄膜的微小横振动

均匀薄膜的微小横振动： 
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平衡时
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则
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Laplace方程以及边值问题在物理学中具有重要的地位，如在电动力学中。

二、Laplace方程（
[image: image14.wmf]0
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）在不同的坐标系下的形式

1.直角坐标系下
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关于z轴对称（柱对称）
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（平面情况）

2.平面极坐标系下的Laplace方程为
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推导方法附后（方法一：顺推法 
[image: image20.wmf]r

xrxx

q

q

¶¶¶¶¶

=+

¶¶¶¶¶

，）方法二：逆推法见姚
[image: image21.wmf]98

p


说明：圆对称坐标下（u关于圆点对称，即u不依赖于
[image: image22.wmf]q

）
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3.球坐标系下
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则
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,可以化为：
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或
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球对称情况下，u不依赖于
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，仅对r有关，则方程为
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4.柱坐标系下
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则
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与z无关时——平面极坐标系
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三、Laplace方程的基本解

Laplace方程在特殊的对称情况下的解，称为Laplace方程的基本解。在求解任意情形下Laplace方程解其具有重要意义，主要根据圆对称解和球对称解。

1.圆对称解

平面情况下，
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，在极坐标系下的方程为：
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圆对称，说明u与
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无关，仅由r确定
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再对r组合有，
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其中
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（平面区域上的Laplace方程基本解）。
物理意义：
2. 球对称解

球坐标系下Laplace方程
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的解为
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球对称，u仅对r有关，与
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物理意义：故在坐标原点点电荷
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所产生电场的电势。
四、Laplace方程的边值问题

1.第一类边值问题  Dirichlat问题
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   （区域D内，S为D的边界）
2. 第二类边值问题（Newmann问题）
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    区域D内
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3.第三类边值问题（Rnkin问题）
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    S为D的边界

内问题：定解问题要求在区域D内部求解
外问题：定解问题要求在区域D外部求解
求解方法：分离变量法、Green函数法
4.2  Laplace方程圆的Dirichlat问题
 ----- 极坐标系下的分离变量法

1、 定解问题
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其中
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（数字上的原因）物理上的原因（自然周期条件）。
对应物理模型：一半径为
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的无限长圆柱，对称轴为z轴，假设在柱的表面上温度不随时间而改变，则过一段时间后，在圆柱的每一点处，温度边界稳定下来而与t无关。因为没有热传导，温度又有与z坐标无关，这时间内的温度函数
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可看作圆柱的任一截面上的温度分布，圆形区域-------用极坐标方便，圆盘内的Laplace方程：半径为
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的薄圆盘（只有恒定热性质无热源圆盘在边界上有指定的温度）
2、 求解（分离变量法）
1. 分离变量法
设原方程有如下形式分离变量解 
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为常数，从而得到两个常微分方程  
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2. 求解本征值问题
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1. 特解，一般解
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2. 确定系数
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    （Poisson组合）
3、 分析解答
1. 适定性;
2. 解的物理意义;

例1.求解下列问题
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解：应用分离变量法
（1） 变量分离  
设
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（2）求解本征值问题
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（4）确定叠加系数
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当n=1时，   
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4.3 Poisson方程第一边值问题的解法

      -----观察法（试探法）
例：求解
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解：1. 观察特解
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2. 代为Laplace方程第一边值问题
令
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4.4  
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函数
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函数是由物理学家P.A.M.Dirac首先引进的，在近代物理中有着广泛的应用。它可以用于描写物理学中的一切点量，如点质量、点电荷、瞬时源等，物理图象清晰。在数学上，
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函数可当作普遍函数一样进行运算，如进行微分、组合变换，甚至用于求解微分方程，且得到的结果和物理结论一致。运用
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函数，为处理有关数学物理问题带来极大的便利。
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函数是一类“奇怪”的函数，按“估算”的数学概念无法理解，需要严格的数学理论，以及泛函分析的知识。
本节从物理学直观出发，引进
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函数的概念，介绍最基本的知识。
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满足以上关系的量在物理上不少，如点电荷、点热源等，以及物理上集中的量，再如单位电荷：
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物理上的抽象模型：质点、点电荷、瞬时量等
质点体积为零，
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瞬时力的延续时间为零，而力的大小为无限大，但力的时间组合（冲量）是有限的。
2.定义
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最早由狄拉克引入，却遭到许多数学家的非难，但它却实际反映着集中的事实，从而被广泛的应用着，也促进了数学家对
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函数进行研究和解释，推动了数学的发展。或
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