第二章 一维波动方程的分离变量法

数学物理方法

Mathematical Method in Physics
西北师范大学物理与电子工程学院

豆福全

第二章 一维波动方程的分离变量法

引   言

上一章学习的求解数理方程的方法:行波法。其基本思路是借助常微分方程的求解方法等求解通解，再利用初始条件确定通解中的任意常数，确定数理方程中的特解。求通解前作一维波动变换，代入泛定方程。然能用行波法求解的问题很少，适用于求解如无界弦的自由横振动问题。为此，对数理方程的求解还须进一步探索新的方法。其中分离变量法就是求解数理方程的一种最常用的方法。

2.1 齐次方程混合问题的Fourier解

2 .1 .1定解问题

考虑长为
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，两端固定的弦的自由振动
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其中
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为已知函数。

分析:方程是齐次方程，边界条件是齐次边界条件，初始条件是非齐次的。

求解：通过这道例题来体会分离变量法的精神思想。

第一步：分离变量

分离变量（变量分离）如波函数
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实现了变量分离。于是我们希望求得的一微波动方程的特解只有分离变量的形式，即
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首先：将
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代入齐次方程，得
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。所求特解应为非零解，于是
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不解为零。两边同除以
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等式左端只是
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的函数（与
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 无关），等式右端只是
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的函数（和
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无关），于是左右两端要相等，就必须共同等于一个既与
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无关，又与
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无关的常数。设为
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能分离变量的关键：方程是齐次方程。
其次： 将
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代入边界条件：
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这时必须有
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能分离变量的原因：边界条件是齐次边界条件。

最后：就完成了用分离变量法求解泛定方程（数理方程）的第一步。

总结：分离变量

①目标：分离变量形式的非零解
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②结果：函数
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满足的常微分方程和边界条件以及
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满足的常微分方程。
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③条件：泛定方程和边界条件都是齐次的。

第二步：求解本征值问题

分析：关于
[image: image33.wmf](
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的常微分方程的定解问题

特点：微分方程中含有特定常数
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，定解条件是一对齐次边界条件。并非对于任何
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值，都有既满足齐次常微分方程，又满足齐次边界条件的非零解；只有当
[image: image36.wmf]l

取某些特定值时,才有既满足齐次,又满足齐次边界条件的非零解
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定义：
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的这些特定值称为本征值，相应的非零解称为本征函数。函数
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的常微分方程定解问题，称为本征值问题。

ⅰ. 若
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特征方程为
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通解为
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利用边界条件：

①
[image: image45.wmf](

)

00

X

=

 ，则 
[image: image46.wmf](

)

12

00

XCC

=+=

                   

②
[image: image47.wmf](

)

0

Xl

=

 ， 则
[image: image48.wmf](

)

12

0

ll

XlCeCe

ll

---

=+=


若齐次方程 数列式
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，则只有零解。
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结论：
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不是本征值。

ⅱ. 若
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利用边界条件：

①
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方程只有零解，所以
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不是本征值。

ⅲ. 若
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，特征方程为
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通解为
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利用边界条件：

①
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相应的本征函数就是
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这样求得的本征值有无穷多个，于是将本征值，本征函数记为
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第三步：求特解，并叠加出一般解。

求得本征值问题后，对每一个本征值
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的方程
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得相应的
[image: image85.wmf](

)

n

Tt

。


[image: image86.wmf]Q

 
[image: image87.wmf]2

n

l

p

l

æö

=

ç÷

èø



[image: image88.wmf]\

 
[image: image89.wmf](

)

(

)

2

''

0

na

TtTt

l

p

æö

+=

ç÷

èø



[image: image90.wmf]cossin

nnn

nana

TCtDt

ll

pp

=+

，其中
[image: image91.wmf]n

C

，
[image: image92.wmf]n

D

为任意常数，也得到了满足泛

定方程和边界条件的特解为
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过程说明：

1.这样的特解有无穷多个。

2.每一个特解都满足齐次方程，齐次边界条件。

3.一般说来，单独任何一个特解不可能也恰好满足定界问题中的初始条

件。即一般无法找到常数
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4.偏微分方程和边界条件都是齐次的，把它们的任意有限个特解叠加起

来，仍然满足齐次方程和齐次边界条件的解，是否满足初始条件？

5.把全部无穷多个特解叠加起来
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只要函数有足够的收敛性（如可以逐项求二阶偏微商），则这样得到的
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仍然是齐次  在齐次边界条件的解。这种形式的解称为一般解。不 于  的通解，因为一般解不只是满足偏微分方程，而且满足齐次边界条件。

如何选择一般解中的叠加系数
[image: image101.wmf]n

C

和
[image: image102.wmf]n

D

？


[image: image103.wmf](

)

1

sin

n

n

n

Cxx

l

p

j

¥

=

=

å

   ，   
[image: image104.wmf](

)

1

cos

n

n

nan

Dxx

ll

pp

y

¥

=

=

å


第四步：利用本征函数的正交性定叠加系数。

理论依据：

本征函数的正交性
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同理，由
[image: image117.wmf](

)

1

sin

n

n

nan

Cxx

ll

pp

j

¥

=

=

å

，两边同乘以
[image: image118.wmf]sin

m

x

l

p

并积分会


[image: image119.wmf](

)

0

2

sin

l

n

nan

Dxxdx

lll

pp

y

=

ò


则                
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这样，由初始条件中的
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得了整个问题（定解问题）的解。

本征函数正交性说明：

定解问题边界条件为一，二，三类三种类型时，本征函数正交性
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2.1.2小结：

1利用分离变量求数理方程定解问题的步骤

① 分离变量

条件：方程，边界条件均是齐次的。

结果：一个或多个含有待定常数的齐次  ，齐次边界条件

② 求解本征值问题

③求出全部特解，并进一步叠加出一般解。

④ 利用本征函数正交性定叠加系数。

严格的说，上面得到的还只是形式解，对具体问题，还须验证
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就非常重要。

2分离变量法成功的条件（理论上）：

①本征问题有解。

②定解问题的解一定可按本征函数展开（本征函数的全体是完备的），也

叫Fourier解法。

③本征函数一定只有正交性。

2.1.3分析解答

解的物理意义

特解


[image: image129.wmf](

)

,cossinsin

nnn

nanan

uxtCtDtx

lll

ppp

æö

=+

ç÷

èø

 
[image: image130.wmf](

)

sinsin

nnnn

Atx

wd

=+Â


其中
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代表一个驻波（standing  wave），弦两端固定，自由振动会形成驻波（）

正波：         
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：驻波的圆频率，称为两端固定弦的固有频率或本征频率，于初始条

件无关。

⒌ 
[image: image143.wmf]n

Â

：波数，单位长度上波的同期数
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的各项上，振动的振幅为
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称为波节。包括弦的两个端点在内，波节共有
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的各点

上，振动振幅的绝对值恒为最大，称为波峰，波峰共有
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⒐整个问题的解是这些驻波的叠加。因而分离变量法也叫驻波法。

⒑就两端固定的弦来说，固有频率中有一个最小值，而
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其它固有频率都是
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，称为倍频。

⒒基频决定弦所发声音的音调。    ，当弦的质料一定即
[image: image158.wmf]r

一定时，通过

改变弦的      
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,就可调节
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。

⒓解中基频和倍频的叠加系数
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和
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的相对大小决定了声音的频谱分布

（音色）。

⒔和数
[image: image163.wmf]22
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与弦的总冲量成正比，决定了声音的 度。

⒕弦的总冲量
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是经两端反射的能。

附：

1 分离变量法总结：

定解条件是思想，边界条件齐次化。

四个步骤循序解，特征值问题是关键。

2 本征函数正交性：
[image: image165.wmf](

)

(

)

0

0

l

nm

XxXxdx

=

ò

，
[image: image166.wmf]nm

¹



[image: image167.wmf]0

0

sinsin

2

l

nm

nm

xxdx

l

ll

mn

pp

      ¹

ì

ï

=

í

     =

ï

î

ò


即              
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一个正弦或余弦平方的任意多个全周期的积分等于该区间长度的一半。

例1.用分离变量法求解混合问题
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分析：

解：

1.分离变量。 

设
[image: image170.wmf](

)

(

)

(

)

,

uxtXxTt

=

，代入泛定方程有
[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

''2''

0

XxTtaXxTt

-=


两边同时除以
[image: image172.wmf](

)

(

)

XxTt

有
[image: image173.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

''''

2

TtXx

aTtXx

l

==-


即                  
[image: image174.wmf](

)

(

)

''2

0

TtaTt

l

+=

 


[image: image175.wmf](

)

(

)

''

0

XxXx

l

+=


2. 解本征值问题
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故 本征值为
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3 求特解，并叠加出一般解

对每一个
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本征解的叠加，得一般解为
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4  确定叠加系数

①由
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若边界条件为其它类型的齐次边界条件，同样可求得本征值和本征函数。对

应的本征问题有：
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2.2 非齐次方程强迫振动方程

（Forced vibration equation）

齐次方程，齐次边界条件在分离变量法中起着关键作用。因为方程和边界条

件是齐次的，分离变量才得以实现。若定解问题中的方程和边界条件不是齐次的，还有没有可能应用分离变量法呢？

实例: 两端固定弦的强迫振动

2 . 2.1定解问题
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为突出对于方程非齐次项的处理，这里研究纯粹由外力引起的两端固定弦的

强迫振动，弦的初位移和初速度为
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。

基本解法一：方程和边界条件的同时齐次化

方程和边界条件的同时齐次化：
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将非齐次方程齐次化的同时必保持原有齐次边界条件不变。解法的关键在于

求得特解
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解：

1 .求得非齐次方程一特解设为
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2 .为能用分离变量法，
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4 .若
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5 .代入初始条件
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6 .利用正交函数的正交归一性，定出叠加系数
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小结：这种方法称为方程和边界条件同时齐次化，在将非齐次方程齐次化的同时，必须保持原有的齐次化边界条件不变，解法的关键在于求得特解
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比较简单的情形，齐次初始条件的（限制）可以取消。

例1 求解定解问题
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其中
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为已知函数。

解题思路：

因为方程的非齐次项只是
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的函数，就可以将齐次化函数边界化为只是
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2 .
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满足定解问题
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例2求解定解问题
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2 .考虑到非齐次项的的具体形式，可将齐次化函数
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求解根据常系数非齐次线性微分方程
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根据边界条件
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4.
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一般解为
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利用初始条件有
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只有
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取奇数时，
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特解情形：强迫力的角频率
[image: image323.wmf]w

正好是弦的固有频率
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[image: image325.wmf]Â

：某个确定的非负整数。弦在强迫力作用下发生共振现象。

若方程非齐次项
[image: image326.wmf](

)

,

fxt

的形式比较复杂，难以求得非齐次方程的特解就要采

用其它方法。

基本解法二 冲量定理法

定解问题
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基本解法三：Fourier阶数解法

解：

1 .设定解问题
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2 .显然满足齐次边界条件，要满足初始条件有


[image: image332.wmf](

)

(

)

1

'

1

0sin0

0sin0

n

n

n

n

n

Tx

l

n

Tx

l

p

p

¥

=

¥

=

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

å

å


比较系数
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3 .将
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4 .将
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展开成Fourier阶数
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正交性.其中
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5 .比较系数
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例：对有界弦的一般强迫振动
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叠加原理   
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有界弦的自由振动解    +    有界弦的非强迫振动解

2 .3 非齐次边界条件的处理

不论方程是齐次还是非齐次，其定解问题都有一个前提：边界条件是齐次的。

但实际问题中，常有非齐次边界条件出现，这样的问题如何处理？

2.3.1定解问题
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分析：边界条件是非齐次的。

处理原则：利用叠加原理，将非齐次边界条件问题转化为另一未知函数的齐

次边界问题。
1.一般处理方法 —— 非齐次边界条件齐次化
①令
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②适当选择
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③这样
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一定满足齐次边界条件
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④如何获取齐次化函数
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另：

若将
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看作参数，这就只要求在
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①这里，取直线
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②代入边界条件有
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③这时利用叠加原理
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将
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可按上节方法求解。
2.特殊处理方法
例：求解定解问题
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分析：弦在
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端受迫作谐振动
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按一般处理方法
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可解，但为非齐次方程，可找到简单的求解方法。

解：

1 .设
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2 . 考虑到非齐次边界条件的具体形式，取齐次化函数
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其解为
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3 .这时
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运用分离变量法求解。
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