第一章 波动方程和行波法
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 第一章 波动方程和行波法
引言
数理方法（泛定方程）（三类）在物理学的研究中起着重要作用，即研究如何从物理学的实际问题中导出数理方程呢？我们先从弦振动方程入手。
基本步骤：（物理模型
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数学模型）
1.建立坐标系（时间，空间）

2.选择表征所研究过程的物理量
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（一个或几个）。表征物理量的选择常常是建立一个新方程的起点。
3.寻找（猜测）物理过程所遵守的物理定律（物理公理）

4.写出物理定律的表达式，即数学模型。

1.1 弦振动方程

1.1.1 弦的横振动方程（均匀弦的微小横振动）
演奏弦乐用（二胡，提琴）的人用弓在弦上来回拉动，弓所接触的是弦的很小的一段，似乎只能引起这个小段的振动，实际上振动总是传播到整个弦，弦的各处都振动起来。振动如何传播呢？

1. 物理模型

实际问题：设有一根细长而柔软的弦，紧绷于A，B两点之间，在平衡位置附近产生振幅极为微小的横振动（以某种方式激发，在同一个平面内，弦上各点的振动方向相互平行，且与波的传播方向（弦的长度方向）垂直），求弦上各点的运动规律。

2.分析：弦是柔软的，即在放松的条件下，把弦弯成任意的形状，它都保持静止。绷紧后，相邻小段之间有拉力，这种拉力称为弦中的张力，张力沿线的切线方向。由于张力的作用，一个小段的振动必带动它的邻段，邻段又带动它自己的邻段…，这样一个小段的振动必然传播到整个弦，这种振动传播现象叫作波。

弦是轻质弦（其质量只有张力的几万分之一）。根张力相比，弦的质量完全可以略去。

① 模型实际上就是：柔软轻质细弦（“没有质量”的弦）

② 将无质量的弦紧绷，不振动时是一根直线，取为X轴。

③ 将弦上个点的横向位移记为
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④ 已知：线密度
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，重量不计，张力
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切线方向，不随
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变化，弦中个点的张力相等（小振动下
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与地无关）

⑤ 研究方法：连续介质，微积分思想，任意性。

3. 研究建立方程

① 如图，选弦绷紧时（不振动）直线为X轴

② 弦上离开位置的位移
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，记为
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征物理量。
③因弦的振动是机械振动，基本规律为：
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。然而弦不是质点，故
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对整根弦并不适用。但整根弦可以细分为许多极小的小段，每个小段可以抽象为质点。即整根弦由相互牵连的质点组成，对每个质点即每个小段可应用
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方法：将连续分布的介质离散化为多质点系统，再取内部任一代表性的点进行研究。将弦细分为许多极小的小段，取区间
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上小段为代表。无质量且柔软，故该段仅受到相邻两段的拉力
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④ 对弦的每一小段
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，沿
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方向（纵向）为无运动，沿
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方向受合外力为零。对
[image: image20.wmf]ds

受力。并沿弦在振动过程中受到外力加横向力（沿
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）作用。单位长度上受到横向力为
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沿
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方向（纵向）：
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沿y方向（纵向）：
[image: image26.wmf]22

sin

T

a

，
[image: image27.wmf]11

sin

T

a

-


于是由牛顿第二定律对
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所对应的这一小段弦有
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其中
[image: image31.wmf]r

是弦的线密度，即单位长度的质量，
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为
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对应弧长，
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为弦的横向位移，
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为弦的横向加速度。

近似：考虑小的振动，
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小振动近似：
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两点间任一时刻横向位移之差
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相比是一个小量，即
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于是①、②化简为：
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即
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令
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应用微积分中值定理
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即
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—— 弦的强迫横振动方程
其中
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量纲分析：
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即
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：振动的传播速度
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，它与弦的张力的平方根成正比，与弦的线密度的平方根成反比。
对乐器来讲，意味着弦绷的越紧，波速越大；弦的质料越密，波速越小。上式
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中若外力
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消失，即
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。则得弦的自由横振动方程；
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注意：上述推导过程中，并没有考虑重力。
不仅弦振动，一维波动方程，如弹性杆的横振动。二维波动方程，如薄膜的横振动方程，管道中小振动的传播，理想传输线的电报方程等均可用上述波动方程描述。故称为一类方程，即波动方程。（也是称其为泛定方程的远大）可描述一类物理现象。流体力学与声学中推导三维波动方程，这里不再一一推导。
1.1.2 定解条件的提出。
（1）必要性。导出方程后，就得对方程进行求解。但是没有方程不足以完全确定方程的解，即不足以完全确定具体的物理过程，因为具体的物理过程还与其初始状态及边界所受的外界作用有关，因而必须找一些补充条件，用以确定该物理过程。
从物理角度看：泛定方程仅表示一般性（艺性），要物体的运动个性化附加条件。从数学角度看：微分方程解的任意性也需附加条件。通解中含任意函数（解不能唯一确定）。通过附加条件或确定任意函数（常数），从而确定解。这些附加条件就是前面所谈的问题的“历史”与“环境”，即初始条件和边界条件，统称为定解条件。
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(2）初始条件
在求解含时间T变量的数理方程时，往往要追溯到早些某个所谓“初始”时间的状况（“历史”），于是称物理过程初始状况的数字表达式为初始条件。如弦振动方程
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其初始条件有：
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 同一时刻(
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注意：a）初始条件应是整个系统的初始状态（不是系统中个别点的初始状况态）
如：一根长为 
[image: image73.wmf]l

的两端固定的弦，用手把它的中点朝横向拔开距离h，然后放手任其振动（初始时该就为放手的时刻），则初始条件应为：
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若
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b)时间t的n 阶方程需n个条件（初始），n个常数
如：
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（3）边界条件
求解方程时还需考虑边界状况（周边“环境”）（边界状况将通过逐点影响所讨论的整个区域），称物理过程边界状况的表达式为边界条件，或称为边值条件。
边界条件在数学上分为三类：
第一类边界条件(
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边界条件)：直接规定所研究的物理量在边界上的数值
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其中
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第二类边界条件（
[image: image80.wmf]Neuman

边界条件）：规定所研究物理量有边界外法线方向
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第三类边界条件（混合边界条件
[image: image83.wmf]Robin

）：规定所研究物理量及其外法向导数的线性组合在边界上的值
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（4）其它条件
以上三类边界条件当
[image: image85.wmf]0

f

=

时，
分别称为第一、二、三类齐次边界条件。
ⅰ：衔接条件
由于一些原因，在所研究的区域
里出现跃变点，泛定方程在该点失去
意义。如波动方程（弦），如果有横向力 

集中地作用于
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点，这就成了弦的折点。在点
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在这一点无意义。这将
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两段分别考虑，在各段上，弦振动方程有意义，但它是一根弦的两段，并不是各自振动的。从数学上来讲，不可能在两端上分别列出定界问题。两段可作为一个整体来研究，两段的振动是相互关联的。①
[image: image95.wmf]0

xx

=

虽是折点，但它们连续，即


[image: image96.wmf]00

(0,)(0,)

uxtuxt

-=+

                    ①
在
[image: image97.wmf]0

x

，力
[image: image98.wmf]()

Ft

应和张力平衡，即


[image: image99.wmf]12

()sinsin0

FtTT

aa

--=



[image: image100.wmf]110

sintan(0,)

x

uxt

aa

»=-

，
[image: image101.wmf]220

sintan(0,)

x

uxt

aa

»=-+


即


[image: image102.wmf]00

(0,)(0,)()

xx

TuxtTuxtFt

+--=-

           ②

①、②合称为衔接条件，这时振动问题适定。


[image: image103.wmf]再如，不同材料组成的杆的振动，在衔
[image: image104.wmf]接处的位移和能量相等，即：
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静电场中，两种电介质的交界面
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上，电势应相等（连续），电位移矢量的法向分量也应相等（连续）,其衔接条件是
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其中
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 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]2

1

,

u

u

代表两种电介质的电势，
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代表两种电介质的介电常数，（设电位移矢量分别为
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ⅱ：自然边界条件

某些情况下，出于物理上的合理性等原因，要求解为单值、有限，就提出自然边界条件，这些条件通常都不是要研究的问题直接给出，而是根据解的特性要求自然加上去，故称为自然边界条件，如：
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1.1.3.三类定解问题[image: image296.wmf]2
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但并非所有的定解问题中，都一定同时具有初始条件和边界条件。

（1）初值问题（
[image: image120.wmf]Cauchy

问题）：定解问题中仅初始条件而无边界条件

如无界弦的振动
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（2）边值问题：定解条件为边界条件

[image: image300.wmf]s
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(3) 混合问题：即有初始条件又有边界条件

[image: image301.wmf]2
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  如有界弦的自由振动   
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（4）无界半无界问题：

对无界边界条件的问题，物理系统总是有限的，必须有界，要求边界条件，如：弦总是有限长的，有两个端点，但如果注重研究靠近一端的一段弦，即在不太长的时间里，另一端还没来得及传到，可认为另一端不存在这样就可将真实的弦抽象为半无界弦。如果注重考虑不靠近两端点的某段弦，在不太长的时间里，两端点的影响还没来得及传到，可认为两端点都不存在，即两端点都在无限远，就不提边界条件了，这样有限的真实弦抽象成无界的弦，分别称为半无界问题、无界问题。

举例：弦振动问题中，
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端点的运动规律   
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若左端点自由地上下运动，则
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第三类边界条件：
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   弹性支承所受的外力
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轴的的弹簧，弦的左端点固定于弹簧的自由顶端，弦的左端点受到垂直于x轴的已知外力
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1.2.行波法（Method of traveling wave）
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的求解

上节课我们已经了解了数学物理方程所研究的对象、特点，并推导出一类典型的方程——波动方程（弦振动方程），接下来的问题就是对这些问题如何来求解？先来回顾一下
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常微分方程（
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）的求解思路：先求方程通解（含任意常数）

                                       利用初值条件

                              确定条件中的常数
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                                  方程的特解

例如：
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1.2.2 
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的求解

对
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，可否也用这种思路来求解？即先求通解（通解中包含任意常数或函数），然后利用各种条件确定常数或函数，从而得到特解。已经表明，对
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来讲有如下困难：其一，通解不好求；其二，用定解条件确定函数较困难，但也却非不能解决任何方程，对一类问题是可行的：无界区域齐次波动方程的定解问题。
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1. 定解问题
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无界弦的自由振动，其中
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解释：物理模型 ①无限长弦的自由振动

②无限长杆的纵振动

③无限长理想传输线上电流、电压之比

这里“无限长”指没有受到外力作用，只研究其中一小段，则在不太长的时间里，两端的影响来不及传到，可认为两端不存在，因而为无限长。对该问题的处理思路（借鉴ODE处理方法）

自变量变换      简化泛定方程         得通解  初始条件     定解问题的解

2. 求解定解问题

（1） 一维齐次波动方程的通解

1 作自变量变换（行波变换）.目的：将泛定方程简化成易积分的形式
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为了书写简便和对称，令
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故
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2 求通解
两边对
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3 用初始条件定特解——确定
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由此解得
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这叫做达朗贝尔解，简称达氏解，因此这种方法叫达朗贝尔解法。

3. 分析解答

（1） 解的适定性——存在性、唯一性、稳定性

（2） 解的物理意义

通解的物理意义：先考虑
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表示不变地向左传播，称为左行波（逆行波、左传播波），故弦振动方程的通解是在右行波的叠加，（即弦上任意扰动总是向相反的两个方向传播下去）。


[image: image235.wmf]­

=

l

T

u

 传播速度越快

定解（特解）的物理意义：
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例1.求解初值问题（初始位移引起的波动）
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解：由
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时同样处理.

4. 依赖区域、影响区域、决定区域

无界弦自由振动的这种特性，可以更几何直观地表现出来.

定解问题
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的定义域时
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例2. 求弦振动方程的初值问题（初始速度引起的振动）
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解：一维无界空间的波动问题，其中
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                          左右行波的叠加

例3.求解
[image: image281.wmf]Caursat
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解：方程的通解为
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5. 其它
[image: image289.wmf]Caursat

问题       半无界弦的振动问题
反射波法

  1）端点固定；2）端点自由；3）端点依赖某规律运动

若是半无界问题，则可用延拓法（反射波法）


分析：先求泛定方程的通解，再由定解条件确定特解，只有在极少数情况下才有效，故对泛定方程的求解还需找到别的方法。








































































































































� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





A





B





h





0





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





x





F（0,t）





α1





α2





x





u





� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





          泛定方程





定解问题            初始条件


          定解条件


                    边界条件+衔接条件or自然边界条件





� EMBED Equation.3  ���























m





m














初始位移引起的波动      初始速度引起的波动


                                








左右行波叠加           设� EMBED Equation.3  ���的一个原函数是� EMBED Equation.3  ���，� EMBED Equation.DSMT4  ���向左右传播，


即� EMBED Equation.3  ���


                                   左右行波叠加


                       由初始速度激发的行波，� EMBED Equation.DSMT4  ���时� EMBED Equation.DSMT4  ���处的速度� EMBED Equation.3  ���，在� EMBED Equation.DSMT4  ���时刻，它左右对称地扩展到� EMBED Equation.3  ���的范围，传播速度为� EMBED Equation.DSMT4  ���.


                         





由初始位移激发的                                                                                   行波� EMBED Equation.DSMT4  ���时刻波形为� EMBED Equation.3 ���，以后分成几部分独立地以速度� EMBED Equation.DSMT4  ���向左右传播.














t





x+at=0





x-at=0





x





                 


                            入射波








x











   反射波           右行波


          半波损失














第 19 页 共 19 页

_1293000940.unknown

_1293005298.unknown

_1296548998.unknown

_1301333434.unknown

_1301334546.unknown

_1301334966.unknown

_1302620167.unknown

_1302620822.unknown

_1302621242.unknown

_1302620918.unknown

_1302620761.unknown

_1302071531.unknown

_1302071588.unknown

_1301335114.unknown

_1301334781.unknown

_1301334800.unknown

_1301334704.unknown

_1301334618.unknown

_1301334698.unknown

_1301334607.unknown

_1301334420.unknown

_1301334471.unknown

_1301334525.unknown

_1301334446.unknown

_1301333837.unknown

_1301334182.unknown

_1301334201.unknown

_1301333996.unknown

_1301334075.unknown

_1301334130.unknown

_1301333885.unknown

_1301333806.unknown

_1301333813.unknown

_1301333782.unknown

_1296912079.unknown

_1296913396.unknown

_1301333157.unknown

_1301333167.unknown

_1301333324.unknown

_1301333162.unknown

_1296914071.unknown

_1301332818.unknown

_1301333086.unknown

_1296914441.unknown

_1301332599.unknown

_1296914636.unknown

_1296914139.unknown

_1296913961.unknown

_1296914001.unknown

_1296913688.unknown

_1296912794.unknown

_1296913179.unknown

_1296913260.unknown

_1296912867.unknown

_1296912605.unknown

_1296912677.unknown

_1296912509.unknown

_1296911411.unknown

_1296911926.unknown

_1296911990.unknown

_1296911671.unknown

_1296910978.unknown

_1296911206.unknown

_1296910404.unknown

_1296910703.unknown

_1296907566.unknown

_1296908360.unknown

_1296909259.unknown

_1296909766.unknown

_1296908604.unknown

_1296908347.unknown

_1296549446.unknown

_1293029405.unknown

_1293029413.unknown

_1293029417.unknown

_1293029420.unknown

_1293029421.unknown

_1293029419.unknown

_1293029415.unknown

_1293029416.unknown

_1293029414.unknown

_1293029409.unknown

_1293029411.unknown

_1293029412.unknown

_1293029410.unknown

_1293029407.unknown

_1293029408.unknown

_1293029406.unknown

_1293025932.unknown

_1293029396.unknown

_1293029401.unknown

_1293029403.unknown

_1293029404.unknown

_1293029402.unknown

_1293029398.unknown

_1293029399.unknown

_1293029397.unknown

_1293027734.unknown

_1293027928.unknown

_1293029394.unknown

_1293029395.unknown

_1293028083.unknown

_1293029393.unknown

_1293028113.unknown

_1293027975.unknown

_1293027849.unknown

_1293027903.unknown

_1293027794.unknown

_1293026333.unknown

_1293027579.unknown

_1293027656.unknown

_1293027640.unknown

_1293026444.unknown

_1293026048.unknown

_1293026129.unknown

_1293026292.unknown

_1293026020.unknown

_1293023821.unknown

_1293024771.unknown

_1293025122.unknown

_1293025747.unknown

_1293025929.unknown

_1293025515.unknown

_1293025018.unknown

_1293024371.unknown

_1293024726.unknown

_1293024194.unknown

_1293005763.unknown

_1293023501.unknown

_1293023662.unknown

_1293023723.unknown

_1293023557.unknown

_1293023208.unknown

_1293006968.unknown

_1293005684.unknown

_1293005709.unknown

_1293005624.unknown

_1293005657.unknown

_1293005377.unknown

_1293003504.unknown

_1293004669.unknown

_1293005078.unknown

_1293005200.unknown

_1293005236.unknown

_1293005163.unknown

_1293004946.unknown

_1293005038.unknown

_1293005028.unknown

_1293004913.unknown

_1293004165.unknown

_1293004325.unknown

_1293004512.unknown

_1293004557.unknown

_1293004626.unknown

_1293004402.unknown

_1293004256.unknown

_1293004226.unknown

_1293004013.unknown

_1293004059.unknown

_1293003899.unknown

_1293002067.unknown

_1293002578.unknown

_1293002864.unknown

_1293002990.unknown

_1293003108.unknown

_1293003234.unknown

_1293003080.unknown

_1293002956.unknown

_1293002610.unknown

_1293002437.unknown

_1293002488.unknown

_1293002519.unknown

_1293002077.unknown

_1293002414.unknown

_1293001860.unknown

_1293001918.unknown

_1293001957.unknown

_1293001886.unknown

_1293001644.unknown

_1293001801.unknown

_1293001508.unknown

_1039857353.unknown

_1039865227.unknown

_1039876219.unknown

_1039876785.unknown

_1039877861.unknown

_1039878711.unknown

_1039879420.unknown

_1039879570.unknown

_1039879807.unknown

_1039880263.unknown

_1039880740.unknown

_1039879958.unknown

_1039879773.unknown

_1039878886.unknown

_1039878869.unknown

_1039878547.unknown

_1039878676.unknown

_1039878509.unknown

_1039877359.unknown

_1039877613.unknown

_1039877824.unknown

_1039877495.unknown

_1039877077.unknown

_1039877145.unknown

_1039876477.unknown

_1039876567.unknown

_1039876706.unknown

_1039876727.unknown

_1039876541.unknown

_1039876413.unknown

_1039876445.unknown

_1039876290.unknown

_1039873416.unknown

_1039874147.unknown

_1039874493.unknown

_1039875865.unknown

_1039874194.unknown

_1039873749.unknown

_1039873835.unknown

_1039874065.unknown

_1039873716.unknown

_1039872605.unknown

_1039872750.unknown

_1039873195.unknown

_1039872685.unknown

_1039866961.unknown

_1039867018.unknown

_1039865434.unknown

_1039859716.unknown

_1039860254.unknown

_1039860552.unknown

_1039862212.unknown

_1039862934.unknown

_1039862171.unknown

_1039860453.unknown

_1039860516.unknown

_1039860285.unknown

_1039860095.unknown

_1039860207.unknown

_1039860232.unknown

_1039860153.unknown

_1039859908.unknown

_1039859960.unknown

_1039859734.unknown

_1039858433.unknown

_1039859312.unknown

_1039859530.unknown

_1039859654.unknown

_1039859497.unknown

_1039859181.unknown

_1039859266.unknown

_1039859045.unknown

_1039857758.unknown

_1039858041.unknown

_1039858336.unknown

_1039857765.unknown

_1039857595.unknown

_1039857732.unknown

_1039857463.unknown

_1039817366.unknown

_1039837001.unknown

_1039841157.unknown

_1039857122.unknown

_1039857176.unknown

_1039841312.unknown

_1039837395.unknown

_1039840721.unknown

_1039837197.unknown

_1039835765.unknown

_1039836669.unknown

_1039836813.unknown

_1039835820.unknown

_1039835496.unknown

_1039835662.unknown

_1039835331.unknown

_1039814556.unknown

_1039815345.unknown

_1039816255.unknown

_1039816738.unknown

_1039816544.unknown

_1039815413.unknown

_1039815093.unknown

_1039815243.unknown

_1039814656.unknown

_1039814085.unknown

_1039814386.unknown

_1039814441.unknown

_1039814148.unknown

_1039813230.unknown

_1039814034.unknown

_1039812661.unknown

