第五章 效用极大化理论
一、本章教学目的与要求：
通过本章的学习，你可以了解：
·如何借助无差异曲线和预算线推导出效用极大化条件；
·如何根据拉格朗日函数推导出效用极大化的必要条件；
·不同商品的价格消费曲线和需求曲线；
·不同商品的收入消费曲线和恩格尔曲线；
·总效应、收入效应和替代效应；
·一些违反偏好假设的无差异曲线及其效用极大化解。
二、教学内容安排
5.1 效用极大化
消费者的行为选择问题可以表述为：在给定商品价格向题P和收入M的约束下，消费者如何根据自己的偏好（效用函数）选择最佳的消费束，即实现效用极大化。
5.1.1    效用极大化的图示法
本节将利用第四章所介绍的预算线和无差异曲线两个工具，推导出效用极大化的条件，或曰消费者均衡条件。
图5.1告诉我们，消费者在现有约束条件下当然可以选择消费束C，由于该点在预算线AB之上，因此，耗尽了其全部收入M。很明显，消费束C不是在其约束条件下的最佳消费束，因为消费束C和消费束D具有同等满足程度，即C~D，同时消费束D可以使得该消费者的收入有所剩余，因此，选择C点倒不如选择D点。
换言之，如果C和D都可选，选择C而不选择D就说明该消费者是非理性的消费者。因为有较少的钱可以买到相同的满足，为什么不呢？然而D点也不是最佳消费束。他至少可以用剩余的收入增加购买x1或x2，使其效用更大。请记住，我们假定消费者是想使其效用在约束条件下极大。再者，预算集△AOB之外的点，如F点，是不可行的消费束，消费者无力购买。唯有E点才实现了效用极大化，此时的效用值为I2。
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图5.1  效用极大化
由此可知，最佳消费束（亦称“最佳购买”、“最佳购买组合”、“效用极大化组合”、“消费者均衡点”）为（x*1，x*2）。
消费者均衡的条件
消费者均衡条件命题1：当无差异曲线与预算曲线相切时，该消费者实现了效用极大化。
消费者均衡条件命题2：当无差异曲线的斜率与预算线的斜率相等时，该消费者实现了效用极大化，即，-p1/p2=-MU1/MU2












消费者均衡条件命题3：当价格比率等于边际效用比率时，实现了效用极大化。
           MU1/p1=MU2/p2                           





5.1.2 效用极大化的数学推导
当两种商品（x1，x2）的价格（p1，p2）和消费者收入M为一定时，消费者的选择问题可以写成以下数学问题；
max   U=U（x1，x2）











s.t    p1x1+p2x2=M

通过拉格朗日乘数法可得：
    L=U（x1，x2）-λ（p1x1+p2x2-M）





 
最佳选择（x1，x2）必须满足以下三个一阶条件：

    L1=∂L/∂x1=∂U（x1，x2）/∂x1-λP1           
             =MU1-λP1=0




（1）




    L2=∂L/∂x2=∂U（x1，x2）/∂x2-λP2       （2）

      = MU2-λP2=0









 

    Lλ=∂L/∂λ=M-P1 x1- P2x2=0






  

式（1）除以式（2）便得：

    MU1/MU2=P1/P2









 

 变形得   MU1/P1=MU2/P2=λ                              

可以将λ视作实现最佳购买时的货币边际效用，它为每单位货币的边际效用值。

5．2    价格消费曲线和需求曲线
5.2.1    商品的一些分类
1、一般商品：dx/dpx<0。
2、吉芬商品： dx/dpx>0，dx/dM<0。
3、正常商品：dx/dM>0。
4、收入中性品：dx/dM=0。
5、劣品：dx/dM<0。
6、一般正常商品：dx/dp<0，dx/dM>0。
5．2、2一般商品的价格消费曲线和需求曲线
假定x1 、x2为一般商品；再假定x1的价格p01下降到p11，p2和M均保持不变。由于p1下降，使得预算线从AB变为AC，即预算线变得相对平坦。那么在新的预算线AC条件下，该消费者新的最佳消费束会在哪里呢？它应该满足两点：①x1为一般品，p1下跌，x1的消费量势必上升，即E1点应在E0之右；②由于p1下跌，使得消费者实际收入上升（尽管名义收入未变），同时，我们假定了x2为一般正常商品，很显然，实际收入的增加会导致该消费者消费更多的x2。因此，E1点必须在E0点之上。因此，均衡点便从E0变为E1。将E0和E1连接起来便是一条价格消费曲线（亦称价格消费径）。由此可见，它是仅在价格水平发生变化，而收入不变的情况下消费者均衡点的轨迹。
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                  图5.2    一般品的PCC和DC

从图5.2中可以看出，当p1下降时，x1消费量随着增大。因此，价格消费曲线反应了价格与需求量之间的关系。我们可以从价格消费曲线中导出需求曲线。从图5.2中可知，当x1为一般品、x2为一正常品时，其PCC的斜率为正，而DC的斜率为负。
5.2.3    吉芬品的价格消费曲线和需求曲线
现假定x1为吉芬品，x2为一般品。初始均衡点为E0。由于x1为一吉芬品，当价格下跌时，其消费量减少。因此，新的均衡点E1应在E0之左。同时，由于p1下跌导致消费者实际收入的增加，从而导致消费更多的x2。这样E0和E1点，以及其他未被画出的点，我们得到了一条斜率为负的PCC。
与图5.2（b）中相同的方法，我们可以得到一条斜率为正的需求曲线，对此的理解可以表述为：当价格下跌时，需求量反而下降。
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图5.3    吉芬品的PCC和DC

5.3    收入消费曲线和恩格尔曲线
5.3.1    正常品的收入消费曲线和恩格尔曲线
现假定x1和x2均为正常品，在价格不变的情况下，当收入从M0增加M1时，预算线将平行地外移，与更高的一条无差异曲线相切，从而得到在新的收入水平下的均衡点。将所有新旧均衡点连接起来的曲线就是收入消费曲线，见图5.4（a）。因此，收入消费曲线就是仅当收入水平发生变化，价格不变情况下消费者均衡点的轨迹。
恩格尔曲线是一条用来描述了商品需求量同收入之间关系的曲线。它可借助图5.4（a）从收入消费曲线直接推导出来，见图5.4（b）。
总之，当x1和x2为正常品时，其收入消费曲线（亦称收入扩展线）和恩格尔曲线的斜率均为正。
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图5.4    正常品的ICC和EC

5.3.2    劣品的收入消费曲线和恩格尔曲线
    现假定x1为劣品，x2为正常品。当收入增加时，x1的需求量减少，而x2的需求量却增加。因此，E2、E3势必位于初始均衡点E1的左上方。连接E1、E2和E3便可得到一条ICC。从图5.5中可知，劣品ICC曲线和EC曲线斜率均为负值。
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             图5.5    劣品的ICC和EC

当收入为M0时，最佳消费束为E1，当收入扩大为M1时，由于x1为一劣品，新的均衡点势必在E1点的左上方，故劣品的ICC斜率为负；此时，EC斜率亦为负。图（a）省略了3条无差异曲线。
5.3.3二种因素：一是当p1下降时，尽管名义货币收入没有变化，但实际货币收入增加了，即提高了原有货币收入的实际购买力，因而会增加对x1的需求量，这种由于价格下降使实际收入增加所产生的需求增量被称为收入效应（IE）；二是当p1下降后，产品比价发生变    收入中性品的收入消费曲线和恩格尔曲线
如果x1为一收入中性品，x2为一正常品，其ICC和EC均为垂直于x1的直线，表明x1与收入变化无关。请读者自己作图理解。
5.4    替代效应和收入效应的图表分析
从图3.2中可知，当p1下降时，需求量有个增量（这里隐含着x1为一般品），西方学者将此增量称为总效应（TE）。但是，总效应可以分解成为化，x1相对于x2变得更为便宜，因而以x1替代x2（假如x1和x2存在某种替代的话），也会增加对x1的需求量，这被称为替代效应（SE）。总效应等于收入效应和替代效应之和，即：
    TE=IE+SE












5.4.1    正常品的效应分析
假定有两种商品x1和x2，其价格分别为p1和p2，再假定x1为一正常品。当x1的价格从p01上升到p11，而p2和M不变时，预算线便从AB变为AC，最佳消费束从E0变为E1，从而x1的消费量减少，即△x1<0，这个△x1就是由于价格变化所产生的总效应（TE），它是用E0E1的连线所得到的PCC的水平距离来度量的，其方向朝向原点，因而视作“负的总效应”，详见图5.6
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                         图5.6    正常品效应分析
通过作一条“虚拟”的预算线（亦称补偿预算线）HN满足以下两点：①HN与新的预算线AC平行（这就保证了在新的价格比率上购买）。②使之与原无差异曲线I0相切（这就保证了消费者的原效用水平不变）。这样便得到E2点。E2E1的连线便是“虚拟”收入下降所引起的收入消费曲线ICC。E2E1的水平距离便是由于价格上升而使实际收藏下降所引起的需求减少量，这便是收入效应，此时，收入效应亦为负。E0E2的水平距离表明，在原有效用水平上，在新的价格比率下，消费者所愿意用x2来替代的数量，这就是替代效应。其变动方向也是朝向原点。故替代效应为负。
    结论：正常品的总效应、收入效应和替代效应与其价格变动方向相反。
5.4.2    劣品的效应分析
现假定x1为一劣品，x2为一般品。所谓劣品是指收入增加，需求量反而减少的商品。但是劣品不能等同于吉芬品。劣品依然满足需求法则，即价格上升（下降），需求量下降（上升）。因此，在图5.7中，p1下降，导致预算线从AB变为AC，新的均衡点E1势必在E0之右上方，连接E0和E1得到一条PCC。PCC的水平距离度量了总效应（TE），此时，TE背离原点因而为正。
现需画出一条虚拟的ICC曲线。首先，作一条虚拟预算线HN与AC平行并相切于I0与E2点。由于x1为劣品，其虚拟均衡点E2必然在E1的右下方，连接E2和E1，得到ICC。E2E1的水平距离为收入效应，此时为负。
从上述分析可知：当p1下降时，如x1为一劣品，总效应（TE）为正，替代效应（SE）为正，收入效应（IE）为负，且有|SE|>|IE|，只有这样才能保证TE=SE+IE成立。同理，当p1上升时，如x1为一劣品，TE<0，IE>0，SE<0，且|SE|>|IE|。
   图见教材P162

5.4.3    吉芬品的效应分析
一种商品x为吉芬品，如果它同时满足：
dx/dM<0












dx/dpx>0（或dx/d（-px）<0）







图5.8分析了吉芬品价格下降的各种效应。假定x1为吉芬品，x2为一般品，当x1价格下降时，依式（5.4.3），消费者减少，总效应为负。因此，从图5.8来看，E1点势必在E0点之左上方，E0E1的连线为PCC，它度量了总效应。
现作一条“虚拟”预算线HN，既平行于新预算线AC，又相切于原无差异曲线I0于E2点，它会在E0右下方。E2E1的连线为ICC，它度量的是收入效应，即IE为负，E0E2的水平距离则是正的替代效应。
总之，当吉芬品价格下降时，TE和IE均为负，SE为正。同时，由于吉芬品是一种特别“劣”的“劣品”，其|IE|>|TE|，即负的收入效应要超出负的总效应。
为了便于复习，不同商品的各种效应列表如表5.2所示。
表5.2                      各类商品三种效应变化方向
	商品类别
	价格变
动方向
	SE
	IE
	SE与IE绝
对值相比
	TE

	正常品
（一般品）
	-
	+
	+
	
	+

	
	+
	-
	-
	
	-

	劣品
	-
	+
	-
	|SE| >|IE|
	+

	
	+
	-
	+
	
	-

	吉芬品
	-
	+
	+
	|SE|< |IE|
	-

	
	+
	-
	+
	
	+


5.5    违反偏好假设的效用极大化问题
本节讨论一些常见的违反偏好的假设的偏好及其效用极大化问题。
5.5.1    完全替代型偏好
假如x1为红铅笔，x2为蓝铅笔，而消费者对颜色无所谓，那么，x1和x2被称为完全替代品。它的效用函数形如：
    U（x1，x2）=x1+x2


图见教材P166









5.5.2    完全互补型偏好
假如x1为左鞋，x2为右鞋。x1和x2必须同时消费才能得到某种效用。这种按一定比例一起消费的商品被称为完全互补品。其无差异曲线如图5.10所示，像“L”型。连接起来便可得I0.。它形如“L”。（图见教材P167）

