第九章 微分方程
一、教学目标及基本要求

（1） 了解微分方程及其解、通解、初始条件和特解的概念。

（2） 掌握变量可分离的方程和一阶线性方程的解法，会解齐次方程。

（3） 会用降阶法解下列方程：
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（4） 理解二阶线性微分方程解的性质以及解的结构定理。

（5） 掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法，并会解某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程。

（6） 会求自由项多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数，以及它们的和与二阶常系数非齐次线性微分方程的特解和通解。

（7） 会用微分方程解决一些简单的应用问题。

二、本章教学内容的重点和难点
1、理解和熟悉微分方程的一些基本概念；

2、掌握一阶和高阶微分方程的各种初等积分法；

3、熟悉线性方程的基础理论，掌握常系数二阶线性齐次与非齐次方程的解法；

4、会列微分方程及其始值问题去解决实际问题。
三、本章教学内容的深化和拓宽：

1、分离变量法的理论根据；

2、常用的变量代换；

3、怎样列微分方程解应用题；

4、黎卡提方程；

5、全微分方程的推广；

6、二阶齐次方程；
7、高阶微分方程的补充；

8、求线性齐次方程的另一个线性无关的解；

9、求线性非齐次方程的一个特解；

10、常数变易法。
本章的思考题和习题

解下列方程（第1-6题）

1、
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7、已知可微函数
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8、已知
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9、求与曲线族
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角的曲线；

10、一容器的容积为100L，盛满盐水，含10kg的盐，现以每分钟3L的速度向容器内注入淡水冲淡盐水，又以同样的速度将盐水抽入原先盛满淡水的同样大小的另一容器内，多余的水便从容器内流出，问经过多少时间，两容器内的含盐量相等？

§9.1 微分方程的基本概念
一、内容要点：

先从实例引入建立几个微分方程的模型，引入微分方程的一系列概念；

常微分方程：常微分方程的阶数、解、通解、全部解、特解、积分曲线族的定义；

二、教学要求和注意点

了解微分方程与微分方程的阶、解、通解、初始条件和特解以及积分曲线
说明1：一个微分方程加上初始条件和初值问题的解是对某实际问题两种等价的描述形式。前者强调的是运动的过程，是系统的机理；后者强调的则是运动的结果，是系统的输出。
说明2：可分离变量的微分方程虽然简单，但它是求解各种微分方程的基础，要求学生必须熟练掌握。
定义1：称含有导数或微分的方程为微分方程，并称方程种最高阶导数的阶数为方程的阶数。
如： 
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 二阶方程；
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三阶方程，等等

讲方程，都是为了解方程，前两个方程不好解，第三个方程好解。解之，
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，方程两边三次积分，得方程的解
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为任意常数）。当
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时，也满足方程。可见
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包括了所有的解的形式。则称它为通解。

定义2：称满足微分方程的函数为方程的解。若方程的解种含有相互独立的任意常数，常数的个数恰好等于方程的阶数，则称此解为方程的通解；称不含任意常数的解为方程的特解。

注1:通解与特解只是方程的两类解，一阶方程的解要么是通解，要么是特解
注2：一阶方程的几种形式：一般形式：
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，也有可能解不出来；一阶显式方程：
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注3：在一阶方程种，
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和
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的关系是等价的.因此，有时可将
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看成函数，
[image: image29.wmf]y

看做变量。

§9.2 可分离变量的微分方程
一、内容要点：
可分离变量的方程及其他可化为变量可分离的方程的定义及解法。

本单元的讲课提纲：

然后再讲具体的类型与解法—可分离变量的方程与分离变量法。重点是微分方程的阶、通解与特解等概念，分离变量法。难点是利用微分方程建立数学模型关键是判别可分离变量方程的方法，以及具体积分方法。

二、教学要求和注意点

掌握可分离变量微分方程的解法

注意问题：
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定义1：称能改写为形式：
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注：不是所有的方程都能这样，故可分离变量方程为一阶线性方程的特殊情况。

定理1：若
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证： （1）先证
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两边对
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     （2）设
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两边关于
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注1:可分离变量方程的解法：先分离变量，再两边积分，即得通解。

注2：用来确定通解中的任意常数的条件，称为方程的初始条件。

【例1】 求
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解：方程可变为
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即满足初始条件的特解为 
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【例2】 求
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二、可化为齐次方程的方程

经
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方程化为齐次方程。

【例3】 求
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解：令
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方程变为：
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 （其中
[image: image82.wmf]C

为任意常数）

§9.3 齐次方程
内容要点： 

    齐次方程的定义及求解公式，可化为齐次方程的定义以及解法

本单元的讲课提纲

    齐次方程的判别和解法不算困难，难在寻找相应的变量代换的问题，变量代换法比较灵活，可多举一些各类型的例题，让学生多见识一些变量代换，以便学生活跃思路，积累经验。重点是齐次方程与变量代换法，难点是寻找变量代换。

作业：同步训练习题
一、齐次方程

定义1：称能改写成形式：
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我们下面来看看齐次方程解的情形：

令
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【例1】 求 
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解：原方程可化为
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二、可化为齐次方程的方程

经
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方程化为齐次方程。

【例4】 求
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方程变为：
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 （其中
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§9.4  一阶线性微分方程
一、内容要点：

    一阶线性微分方程的形式及求解公式，伯努利方程的形式及解法

本单元的讲课提纲

    （1）讲线性非齐次的一阶方程的解法时，要交待变易常数的想法并加强练习，这对今后讲二阶线性方程和线性方程组的常数变易法是有益的。

    （2）导出线性非齐次一阶方程的求通解公式以后，可顺利导出满足条件
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时，线性方程的解总可通过两次积分求得，第二，揭示通解结构。重点是解线性非齐次方程的公式法与常数变易法。难点是伯努利方程。关键是套求解公式或常数变易法及凑微分或令
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二、教学要求和注意点

1、知道解一阶线性微分方程的常数变易法，并掌握一阶非齐次线性方程的通解公式。

2、 知道一阶非齐次线性方程的通解为对应的齐次方程的通解和非齐次方程的一个特解之和

3、齐次方程与线性齐次方程的作用
1、 一阶线性微分方程

定义1：称可转化为形式：
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     下面我们来看看方程（1）的解的情形：先看齐次方程：
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     下面我们求（1）的解，由方程（1）和（2）形式的相似性，那它们的解也具有某种相似性。我们用一种常数变易法来求（1）的解：假设
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则
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积分，得  
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 （4）即为方程（1）的通解。

【例1】求
[image: image131.wmf]x

ytgx

y

sec

=

-

¢

的通解。

解：由于
[image: image132.wmf]x

ytgx

y

sec

=

-

¢

为一阶线性非齐次方程，且
[image: image133.wmf]x

x

Q

tgx

x

P

sec

)

(

,

)

(

=

-

=

，代入（4），得其通解为

 
[image: image134.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

ò

=

ò

-

tgxdx

tgxdx

e

C

dx

xe

y

sec

＝
[image: image135.wmf]x

C

x

sec

)

(

+


[例2] 求
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代入（4），得方程的通解为 
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2、 贝努力方程―可化为一阶线性方程的方程

定义2：称形如：
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下面我们看看贝努力方程的解的情形：将方程变形为 
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【例3】求
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§9.5  全微分方程
一、内容要点：

全微分方程的定义及其条件，解的表达式常见的积分因子。

本单元的讲课提纲

    1、全微分方程的解法关键在于首先将方程写成
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1）线积分法   2）偏积分法    3）分组观察凑全微分法

2、若
[image: image162.wmf]0

)

,

(

)

,

(

=

+

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

中
[image: image163.wmf]x

Q

y

P

¶

¶

=

¶

¶

，则可以寻求一个积分因子
[image: image164.wmf])

,

(

y

x

m

，使得
[image: image165.wmf])

(

)

(

Q

x

P

y

m

m

¶

¶

=

¶

¶

，即存在
[image: image166.wmf])

,

(

y

x

U

使得
[image: image167.wmf]o

Qdy

Pdx

dU

=

+

=

)

(

m

从而
[image: image168.wmf]C

y

x

U

=

)

,

(

是通解。

二、教学要求和注意点

判断和求解全微分方程的方法；寻找积分因子的分组观察法；
定义1：如果存在可微函数
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命题：（1）
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【例1】求
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二、可化为全微分方程的方程―积分因子
定义2：设
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为原方程的积分因子。
注：积分因子不唯一，而且一般也没有什么固定的方法求解积分因子，故只有多积累才能有效的解题。

【例2】（1）
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解：（1）
[image: image191.wmf]0

1

)

(

2

=

-

x

ydx

xdy



 EMBED Equation.3  [image: image192.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image193.wmf]0

1

2

=

-

dx

x

y

dy

x



 EMBED Equation.3  [image: image194.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image195.wmf]0

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

x

y

d



 EMBED Equation.3  [image: image196.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image197.wmf]c

x

y

=


   （2） 
[image: image198.wmf]0

1

]

)

(

[

2

2

2

2

2

=

+

+

+

+

y

x

dx

x

y

x

ydy

xdx



 EMBED Equation.3  [image: image199.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image200.wmf]0

2

2

2

=

+

+

+

dx

x

y

x

ydy

xdx


      
[image: image201.wmf]Þ

 
[image: image202.wmf]0

)

3

1

(

)]

ln(

2

1

[

3

2

2

=

+

+

x

d

y

x

d



 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf]Þ


[image: image204.wmf]c

x

y

x

=

+

+

3

2

2

3

1

)

ln(

2

1


§9.6 可降阶的高阶微分方程

一、内容要点：

    可降阶的高阶微分方程的三种类型：
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，找出解的表达式及解法。

    本单元的讲课提纲：

1、关于高阶微分方程的解法

    求解的思路是通过变量代换把高阶方程的求解化为较低阶方程求解，教材介绍了三种可降阶方程的类型，对于不属于这三类方程的特殊高阶方程有时也能通过换元或者全微分等手段变成这三种类型进行求解。

2、
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    只需逐步积分即可求解，在求积分过程中每次都需增加一个常数，最后的解应包含n个常数。

3、可降阶的二阶微分方程

   通常的二阶微分方程为
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，有四个变数，仅当缺少
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时一定可以降阶求解。

二、教学要求和注意点

解方程
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的作用，
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的导出过程
说明1：求解全微分方程可暂不引入偏导数概念，对x求导时把y看成常数即可，对积分因子只须介绍用目测可以解决的简单情形；对于全微分的原函数概念可在格林公式以后介绍。
说明2：高阶线性微分方程的应用背景非常广泛，要针对不同的专业选择不同的问题引入课题，这样能使学生对微分方程的学习产生兴趣。
定义1：称二阶及二阶以上的微分方程为高阶微分方程。
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【例1】
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【例3】
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解：令
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【例5】 求
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 解：此题既缺少
[image: image256.wmf]x

，又缺少
[image: image257.wmf]y

。从理论上，按以上两种方法都能算出结果，但可能难度有差别。

此题课堂上当场做，检查学生的能力。

§9.7   高阶线性微分方程
一、内容要点：

   二阶线性微分方程的解的结构，高阶线性微分方程的解的结构，常数变易法，函数组线性无关的充分必要条件。

本单元的教学提纲

1、关于二阶线性微分方程的解的结构

①齐次线性方程和非齐次线性方程都有解的可加性。

②非齐次线性方程的通解可表示为一个特解与相应齐次线性方程的通解之和。

③线性方程的通解包括了该方程的所有解。

2、关于二阶线性方程只须知道齐次方程的一个特解，则利用常数变易法可求出它的全部解。

3、对于二阶非齐次线性方程而言，若相应的二阶齐次线性方程的通解为
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本单元的作业：

二、教学要求和注意点

二阶线性齐次方程中，通解中所含特解的线性无关性
1、 函数的线性相关与线性无关

定义1：设
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命题1：设
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2、 二阶线性微分方程及其解的结构

定义2：称形如：
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定理1：设
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为方程的通解。

定理2：设
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定理3：设
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的解。

【例1】设
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是某二阶线性非齐次方程的解，求该方程的通解。
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§9.8 常系数齐次线性微分方程
内容要点：

   二阶常系数齐次线性方程的定义，特征方程、通解、n阶常系数齐次线性方程的定义，特征方程、通解。

本单元的讲课提纲

    高阶微分方程一般都很难求得通解，只有常系数线性微分方程的解法已经完全解决，一般形式可写成
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这是n次方程，它一定有n个根
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都对应齐次方程的一个特解，共得到n个线性无关的特解，利用线性微分方程解的结构，可构成n个任意常数的通解。

本单元的作业：

说明1： 把求解常系数线性齐次微分方程的问题化成求解多项式代数方程的问题，这不仅仅是一种普通的求方程解的技巧，在线性控制系统中系统和不同的环节都可以用常系数线性微分方程来描述，用拉普拉斯变换导出它的传递函数也是一个多项式代数方程，这说明常系数线性齐次微分方程和多项式代数方程之间有着本质上的联系。通过对多项式代数方程的分析，可以得到控制系统的特性。
说明2：用特征方程求解常系数线性齐次微分方程要求熟练

1、 二阶常系数线性齐次方程的解

2、 定义:称形如
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下面我们来讨论其解的结构.
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通解为: 
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(iii) 当
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构造 
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显然
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[例1] 求通解 (1) 
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解: (1) 特征方程为 
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(3) 特征方程为
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二.n阶常系数线性齐次方程
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特征方程为
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(i) 当(2)中有单根时,(1)的通解中含:
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(iii) 当(2)中有一对单复根时, 
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(iv) 当(2)中有
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[例2] 求
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通解.

解: 特征方程为
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§9.9  常系数非齐次线性微分方程

一、内容要点：

   二阶常系数非齐次线性方程的定义及在自由项为两种特殊形式时用待定系数法寻找特解。

本单元的讲课提纲

   非齐次常系数方程的通解可表示为相应的齐次方程通解与非齐次方程一个特解之和，从而关键在于寻求特解，当自由项为
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二、教学要求和注意点

常系数非齐次线性微分方程中自由项的局限性。
说明1：非齐次常系数线性微分方程的解法主要是求它的特解；方程的右边项应理解为系统的输入，用实例说明系统的输入对输出的影响。

说明2：微分方程的幂级数解法可归入幂级数部分介绍
定义:称形式为:
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下面讨论它的解的结构.

一、
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设方程（2）的特解结构为：
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（1） 当
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（2） 当
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（3） 当
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【例1】 求
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解：特征方程为 
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代入方程，比较系数得 
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故 特解 
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