第二章 导数与微分

微分学是高等数学的重要组成部分，作为研究分析函数的工具和方法，其主要包含两个重要的基本概念导数与微分，其中导数反映了函数相对于自变量的变化的快慢程度，即变化率问题，而微分刻画了当自变量有微小变化时，函数变化的近似值。

一、教学目标与基本要求

（一）知识

1．记住导数和微分的各种术语和记号；

2．知道导函数与函数在一点的导数的区别和联系；

3．知道导数的几何意义，知道平面曲线的切线和法线的定义；

4．记住常数及基本初等函数的导数公式；

5．知道双曲函数与反双曲函数的导数公式；

6．知道高阶导数的定义；

7．知道隐函数的定义；

8．记住反函数的求导法则；

9．记住参数方程所确定的函数的一、二阶导数的求导公式；

10．知道对数求导法及其适用范围；

11．知道相关变化率的定义及其简单应用；

12．记住基本初等函数的微分公式；

13．知道微分在近似计算及误差估计中的应用；

14．记住两函数乘积高阶导数的莱布尼兹公式。

（二）领会

1． 领会函数在一点的导数的三种等价定义和左、右导数的定义；

2． 领会函数在某点的导数与曲线在对应点处的切线的斜率之间的关系；

3． 领会导数的四则运算法则和复合函数的求导法则；

4． 领会微分的定义以及导数与微分之间的区别和联系；

5． 领会微分的运算法则及这些运算法则与相应的求导法则之间的联系；

6． 领会微分形式的不变性；

7． 领会函数在一点处可导、可微和连续之间的关系；

8． 领会导数存在的充分必要条件是左、右导数存在且相等。

（三）运用

1． 会用导数描述一些物理含义，如速度、加速度等；

2． 会用导数的定义求一些极限，证明一些有关导数的命题，验证导数是否存在；

3． 会用导数的几何意义求曲线在某点的切线方程和法线方程；

4． 会用导数的定义或导数存在的充要条件讨论分段函数在分段点处的导数是否存在；

5． 会用导数的四则运算法则及基本初等函数的求导公式求导数；

6． 会求反函数的导数；

7． 会求复合函数的导数；

8． 会求隐函数的一阶、二阶导数；

9． 会求参数方程所确定的函数的一阶、二阶导数；

10．会求函数的高阶导数；

11．会用莱布尼兹公式求函数乘积的高阶导数；

12．会用对数求导法求幂指函数和具有复杂乘、除、乘方、开方运算的函数的导数。

13．会用微分定义和微分法则求微分；

14．会用一阶微分形式不变性求复合函数的微分和导数；

15．会用微分求函数的近似值。

（四）分析综合

1． 综合运用基本初等函数的导数公式及各种导法则求初等函数的导数；

2． 综合运用函数导数的定义，左、右导数与导数之间的关系以及可导与连续的关系等讨论函数的可导性；

3． 综合运用基本初等函数的高阶导数公式，两函数和、差、积的高阶导数公式及莱布尼兹公式等，求函数高阶导数；

4． 综合运用导数的几何意义及求导法则，解决几何方面求曲线切线与法线的问题及相关变化率问题；综合运用微分的定义及几何意义解决近似计算及误差估计问题。

二、教学内容的重点及难点：

1． 导数的概念与几何意义及物理意义；

2． 可导与连续的关系；

3． 导数的运算法则与基本求导公式；

4． 微分的概念与微分的运算法则；

5． 可微与可导的关系。

三、教学内容的深化和拓宽：

1． 导数概念的深刻背景；

2． 复合函数的求导法则的应用；

3． 综合运用基本初等函数的高阶导数公式，两函数和、差、积的高阶导数

公式及莱布尼兹公式等，求函数的高阶导数；

4． 综合运用导数的几何意义及求导法则，解决几何方面的曲线切线与法线

的问题及相关变化率问题。

                    §2.1    导数的概念
一、内容要点
1． 导数的两个基本实际背景是曲线的切线斜率与变速运动的瞬时速度。

2． 函数在一点处的导数的定义为函数在该点处的关于自变量的变化率，即
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3．单侧导数的定义

1) 函数可导性与连续性的关系：若函数在一点处可导，则函数在该点处连续，反之不然。

2) 导数的实用举例（扩充）

二、教学要求和注意点

教学要求：
1． 理解导数的概念，理解导数的几何意义与基本物理意义。

2． 理解函数的可导性与连续性之间的关系，即连续是可导的必要面非充分条件。

3． 了解函数可导的充要条件：
[image: image3.wmf])

(

0

x

f

¢

存在
[image: image4.wmf]00

()()

fxfx

+-

¢¢

Û=


教学注意点：

1． 要充分认识函数在一点处的导数是函数关于其自变量在该点的变化率：

切线的斜率
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2． 要充分理解函数可导则必然连续，而连续却未必可导。

3． 注意要用函数可导的充要条件：
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分段函数在分段点处是否可导。

主要内容：
一、 引例

1、 线问题：切线的概念在中学已见过。从几何上看，在某点的切线就是一直线，它在该点和曲线相切。准确地说，曲线在其上某点
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的切线是割线
[image: image14.wmf]PQ

当
[image: image15.wmf]Q

沿该曲线无限地接近于
[image: image16.wmf]P
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设曲线方程为
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，要求出曲线在
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点的切线，只须求出
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点切线的斜率
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恰好为割线
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的斜率的极限。我们不难求得
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的斜率为：
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若设
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为切线的倾角，则有
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2、速度问题：设在直线上运动的一质点的位置方程为
[image: image35.wmf])

(

t

s

s

=

（
[image: image36.wmf]t

表示时刻），又设当
[image: image37.wmf]t

为
[image: image38.wmf]0

t

时刻时，位置在
[image: image39.wmf])

(

0

t

s

s

=

处，问：质点在
[image: image40.wmf]0

t

t

=

时刻的瞬时速度是多少？

为此，可取
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3、同理可讨论质量非均匀分布的细杆的线密度问题，设细杆分布在
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二、  导数的定义

综合上几个问题，它们均归纳为这一极限
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定义：设
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注 1：导数的常见形式还有：
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   2：
[image: image91.wmf]x

y

D

D

反映的是曲线在
[image: image92.wmf]]

,

[

0

x

x

上的平均变化率，而
[image: image93.wmf]0

)

(

x

x

dx

dy

x

f

=

=

¢

是在点
[image: image94.wmf]0

x

的变化率，它反映了函数
[image: image95.wmf])

(

x

f

y

=

随
[image: image96.wmf]0

x

x

®

而变化的快慢程度。

   3：这里
[image: image97.wmf]0

x

x

dx

dy

=

与
[image: image98.wmf]0

x

x

dx

df

=

中的
[image: image99.wmf]dx

dy

与
[image: image100.wmf]dx

df

是一个整体记号，而不能视为分子
[image: image101.wmf]dy

或
[image: image102.wmf]df

与分母
[image: image103.wmf]dx

，待到后面再讨论。

   4：若极限
[image: image104.wmf]x

y

x

D

D

®

D

0

lim

即
[image: image105.wmf]0

0

)

(

)

(

lim

0

x

x

x

f

x

f

x

x

-

-

®

不存在，就称
[image: image106.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image107.wmf]0

x

x

=

点不可导。特别地，若
[image: image108.wmf]¥

=

D

D

®

D

x

y

x

0

lim

，也可称
[image: image109.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image110.wmf]0

x

x

=

的导数为
[image: image111.wmf]¥

，因为此时
[image: image112.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image113.wmf]0

x

点的切线存在，它是垂直于
[image: image114.wmf]x

轴的直线
[image: image115.wmf]0

x

x

=

。

若
[image: image116.wmf])

(

x

f

y

=

在开区间
[image: image117.wmf]I

内的每一点处均可导，就称
[image: image118.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image119.wmf]I

内可导，且对
[image: image120.wmf]I

x

Î

"

，均有一导数值
[image: image121.wmf])

(

x

f

¢

，这时就构造了一新的函数，称之为
[image: image122.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image123.wmf]I

内的导函数，记为
[image: image124.wmf])

(

x

f

y

¢

=

，或
[image: image125.wmf]y

¢

，
[image: image126.wmf]dx

dy

，
[image: image127.wmf]dx

x

df

)

(

等。

事实上， 
[image: image128.wmf]x

x

f

x

x

f

y

x

D

-

D

+

=

¢

®

D

)

(

)

(

lim

0

   或
[image: image129.wmf]h

x

f

h

x

f

y

h

)

(

)

(

lim

0

-

+

=

¢

®


注 5：上两式中，
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解：  
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反过来，亦证明：
[image: image153.wmf])
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三、求导数举例

【例3】 求函数
[image: image154.wmf]c
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(

（
[image: image155.wmf]c

为常数）的导数。

解：在
[image: image156.wmf]c
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中，不论
[image: image157.wmf]x

取何值，起其函数值总为
[image: image158.wmf]c

，所以，对应于自变量的增量
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注：这里是指
[image: image163.wmf]c
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在任一点的导数均为0，即导函数为0。

【例4】 求
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（
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为正整数）在
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解：
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即
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亦即
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，若将
[image: image170.wmf]a

视为任一点，并用
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代换，即得
[image: image172.wmf]1

)

(

)

(

-

=

¢

=

¢

n

n

nx

x

x

f


注：更一般地，
[image: image173.wmf]m
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为常数）的导数为
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[image: image177.wmf])

0

(

1

)

1

(

2

¹

-

=

¢

x

x

x

。

【例5】 求
[image: image178.wmf]x
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在
[image: image179.wmf]a
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点的导数。

解： 
[image: image180.wmf]a

a

x

a

x

a

f

a

x

cos

sin

sin

lim

)

(

=

-

-

=

¢

®

,即
[image: image181.wmf]a

x

a

x

cos

)

(sin

=

¢

=


   同理：若视
[image: image182.wmf]a

为任意值，并用
[image: image183.wmf]x

代换，使得
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注：同理可证：
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【例6】 求
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解：
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所以
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注：特别地，
[image: image191.wmf]x
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【例7】 求
[image: image192.wmf])
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解：
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[image: image194.wmf]a
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注 1：等最后讲到反函数求导时，可将
[image: image195.wmf]x

a

log

作为
[image: image196.wmf]x

a

的反函数来求导；

   2：一般地说，求导有四步：

一、给出
[image: image197.wmf]x

D

；

二、算出
[image: image198.wmf]y

D

；

三、求增量比
[image: image199.wmf]x
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；

四、求极限。

3、
[image: image200.wmf]x
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【例8】 讨论
[image: image201.wmf]x
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在
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处的导数。

解：考虑
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，由§1.4例4知
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    然而，
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定理1：
[image: image218.wmf])
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f

在
[image: image219.wmf]0
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点可导
[image: image220.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image221.wmf])
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在
[image: image222.wmf]0
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点的左导数和右导数均存在，且相等，即

       
[image: image223.wmf])
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注1：[例8]
[image: image224.wmf])
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的左导数为-1，右导数为1。因为
[image: image225.wmf]1
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，所以在
[image: image226.wmf]0
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点不可导；

   2：[例8]也说明左可导又右可导，也不能保证可导；

   3：左、右导数统称为单侧导数；

   4：若
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在
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内可导，且在
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 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf])
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存在，就称
[image: image233.wmf])
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在
[image: image234.wmf]]

,
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上可导。

4、 导数的几何意义

    由前面的讨论知：：函数
[image: image235.wmf])
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在
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的导数
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。过切点
[image: image248.wmf])

,

(

0

0

y

x

P

，且与
[image: image249.wmf]P

点切线垂直的直线称为
[image: image250.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image251.wmf]0

P

点的法线。如果
[image: image252.wmf])

(

0

x

f

¢



 EMBED Equation.3  [image: image253.wmf]0
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    如果
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【例9】 求曲线
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在点
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解：由于
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    当
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    当
[image: image266.wmf]0
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时，法线方程为：  
[image: image267.wmf]0
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5、 函数的可导性与连续性之间的关系

定理2：如果函数
[image: image268.wmf])
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在
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点可导，那么在该点必连续。

证明：由条件知：
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    由§1、5定理1(i)
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    显然当
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时，有
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，所以由§1、9定义1＂，即得函数
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点连续，证毕。

注 1：本定理的逆定理不成立，即连续未必可导。

      反例：
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点连续，但不可导。

【例10】 求常数
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解：若使
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    又若使
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    所以若有
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点可导，所以所求常数为
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。

§2.2     函数的和、差、积、商的求导法则
一、内容要点

1． 函数的线性组合、积与商的求导法则
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2． 反函数的导数

1． 复合函数的求导法则
[image: image300.wmf]dx

du

du

dy

dx

dy

×

=

；

2． 小结基本求导法则与导娄公式：

1） 常数和基本初等函数的导数公式；

2） 函数的和、差、积、商的求导法则；

3） 反函数的求导法则；

4） 复合函数的求导法则。

二、教学要求和注意点

教学要求：
1． 掌握函数的线性组合、积与商的求导法则与复合函数的链式法则。

教学注意点：

1． 牢记
   
[image: image301.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image302.wmf],
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 arcsin x，arccos x，arctan x，arccot x，sinh x，cosh x

等15个初等函数的导数，必须做到“倒背如流”。

2． 在求导法则中，复合函数在链式求导法则是中心，应用时一要弄清函数的复合关系，做到不遗漏，不重复；二是在每步求导时要弄清关于哪一个变量求导（即使这个变量不明显出现），熟练掌握的关键是多做练习。

主要内容：

定理 1：若函数
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和
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都可导，则
[image: image306.wmf])

(
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(
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(
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v

x

u
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f

±
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在
[image: image307.wmf]0

x

点也可导，且

        
[image: image308.wmf])
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证明：
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      =
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[image: image311.wmf])

(

)

(

0

0

x

v

x

u

¢

±

¢


      所以
[image: image312.wmf])
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。

注 1：本定理可推广到有限个可导函数上去。

   2：本定理的结论也常简记为
[image: image313.wmf]v
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u
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。

定理2：若
[image: image314.wmf])

(
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u

和
[image: image315.wmf])

(
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v

在
[image: image316.wmf]0
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点可导，则
[image: image317.wmf])
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在
[image: image318.wmf]0
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点可导，且有
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证明：
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[image: image323.wmf]0

0

0

0

0

)

(

)

(

lim

)

(

)

(

lim

)

(

)

(

lim

0

0

0

x

x

x

v

x

v

x

u

x

v

x

x

x

u

x

u

x

x

x

x

x

x

-

-

+

-

-

®

®

®


     =
[image: image324.wmf])
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即  
[image: image325.wmf])
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注 1：若取
[image: image326.wmf]c

x

v

º

)

(

为常数，则有：
[image: image327.wmf]u

c

cu

¢

=

¢

)

(

；

   2：本定理可推广到有限个可导函数的乘积上去，例如：

      
[image: image328.wmf]w
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[image: image329.wmf]s
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等。

定理3：若
[image: image330.wmf])

(

),

(

x

v

x

u

都在
[image: image331.wmf]0
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x

=

点可导，且
[image: image332.wmf]0
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，则
[image: image333.wmf])
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=

在
[image: image334.wmf]0

x

点也可导，且
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证明：
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[image: image337.wmf]]
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[image: image338.wmf])
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[image: image339.wmf])
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即
[image: image340.wmf])
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注1：本定理也可通过
[image: image341.wmf])

(

1

)

(

)

(

x

v

x

u

x

f

×

=

，及
[image: image342.wmf]]

)

(

1

[

x

v

的求导公式来得；

2：本公式简化为
[image: image343.wmf]2

)

(

v

v

u

v

u

v

u

¢

-

¢

=

¢

；

3：以上定理1~3中的
[image: image344.wmf]0

x

，若视为任意，并用
[image: image345.wmf]x

代替，使得函数的和、差、积、商的求导函数公式。

【例1】 设
[image: image346.wmf]x

x

x

x

f

2

2

)

(

-

+

=

，求
[image: image347.wmf])

(

x

f

¢

。

解： 
[image: image348.wmf]3
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[image: image349.wmf]3
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。

【例2】 设
[image: image350.wmf]x

xe

x

f

x

ln

)

(

=

，求
[image: image351.wmf])

(

x

f

¢

。

解：
[image: image352.wmf])
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[image: image353.wmf]x
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[image: image354.wmf])

ln

ln

1

(

x

x

x

e

x

+

+

=

。

【例3】


[image: image355.wmf]x
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反函数的导数

定理1：设
[image: image356.wmf])

(

x

f

y

=

为
[image: image357.wmf])

(

y

x

j

=

的反函数，若
[image: image358.wmf])

(

y

j

在
[image: image359.wmf]0

y

的某邻域内连续，严格单调，且
[image: image360.wmf]0

)

(

0

¹

¢

y

j

，则
[image: image361.wmf])

(

x

f

在
[image: image362.wmf]0

x

（即
[image: image363.wmf])

(

0

y

f

点有导数），且
[image: image364.wmf])
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。

证明：
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[image: image366.wmf])
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      所以 
[image: image367.wmf])
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。

注1：
[image: image368.wmf]0

0

y

y

x

x

®

Û

®

，因为
[image: image369.wmf])

(

y

j

在
[image: image370.wmf]0

y

点附近连续，严格单调；

  2：若视
[image: image371.wmf]0

x

为任意，并用
[image: image372.wmf]x

代替，使得
[image: image373.wmf])

(

1

)

(

y

x

f

j

¢

=

¢

或
[image: image374.wmf])

(

1

dy

dx

dx

dy

=

，其中
[image: image375.wmf]dy

dx

dx

dy

,

均为整体记号，各代表不同的意义；

 3：
[image: image376.wmf])

(

x

f

¢

和
[image: image377.wmf])

(

y

j

¢

的“′”均表示求导，但意义不同；

 4：定理1即说：反函数的导数等于直接函数导数的倒数；

 5：注意区别反函数的导数与商的导数公式。

【例1】 求
[image: image378.wmf]x

y

arcsin

=

的导数，

解：由于
[image: image379.wmf]]
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,
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，是
[image: image380.wmf]]
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,

sin

p
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Î

=

y
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x

的反函数，由定理1得：


[image: image381.wmf]2
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。

注1：同理可证：
[image: image382.wmf]2
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；

   2：
[image: image383.wmf]2
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arctan
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+
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。

【例2】 求
[image: image384.wmf]x

y

a

log

=

的导数
[image: image385.wmf])

1

,

0

(

¹

>

a

a

。

解：利用指数函数的导数，自己做。

二复合函数的求导公式

复合函数的求导问题是最最常见的问题，对一复合函数往往有这二个问题：1.是否可导？2.即使可导，导数如何求？复合函数的求导公式解决的就是这个问题。

定理2（复合函数求导法则）：如果
[image: image386.wmf])
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在
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点可导，且
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 点也可导，那么，以
[image: image390.wmf])
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为外函数，以
[image: image391.wmf])
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为内函数，所复合的复合函数
[image: image392.wmf]))
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在
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证明：    
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    所以
[image: image399.wmf])
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注 1：若视
[image: image400.wmf]0

x

为任意，并用
[image: image401.wmf]x

代替，便得导函数：

      
[image: image402.wmf])
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      或
[image: image404.wmf]dx
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=

。

   2：
[image: image405.wmf]))
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¢

与
[image: image406.wmf]]
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(
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j

不同，前者是对变量
[image: image407.wmf])

(

x

u

j

=

求导，后者是对变量
[image: image408.wmf]x

求导，注意区别。

   3：注意区别复合函数的求导与函数乘积的求导。

   4：复合函数求导可推广到有限个函数复合的复合函数上去，如：

      
[image: image409.wmf])
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【例3】 求
[image: image410.wmf]x

y

1

arctan

=

的导数。

解：
[image: image411.wmf]x
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1
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=

可看成
[image: image412.wmf]u
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与
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复合而成，


[image: image414.wmf]2

1

1

)

(arctan

u

u

+

=

¢

，
[image: image415.wmf]2

1

)

1

(

x

x

-

=

¢

， 
[image: image416.wmf]2

2

2

1

1

)

1

(

)

1

(

1

1

)

1

(arctan

x

x

x

x

y

+

-

=

-

×

+

=

¢

=

¢

Þ

。

【例4】 求
[image: image417.wmf]m

x

y

=

（
[image: image418.wmf]m

为常数）的导数。

解：
[image: image419.wmf]x
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是
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，
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复合而成的。

所以
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这就验证了前面§2、1的[例4]。

由此可见，初等函数的求导数必须熟悉(i)基本初等函数的求导；(ii)复合函数的分解；(iii)复合函数的求导公式；只有这样才能做到准确。在解题时，若对复合函数的分解非常熟悉，可不必写出中间变量，而直接写出结果。
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【例7】
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【例9】
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【例10】
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                                 初等函数的求导公式

1、 常数和基本初等函数的求导公式：
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2、 函数的四则运算的求导法则：
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3、 复合函数的求导法则：
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§ 2.3  高阶导数
一、内容要点

1． 高阶导数的定义；

2． 一些特殊函数的高阶导数公式；

3． 两函数乘积高阶导数的莱布尼兹公式。

二、教学要求和注意点

教学要求：

1．了解和会求高阶导数；

2．知道莱布尼兹求导公式：
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教学注意点：

要求学生记住高阶导数


[image: image483.wmf]);

2

cos(

)

(cos

);

2

sin(

)

(sin

;

)

(

)

(

)

(

)

(

p

p

n

x

x

n

x

x

e

e

n

n

x

n

x

+

=

+

=

=


   
[image: image484.wmf]n

n

n

n

n

n

x

n

x

x

n

x

)!

1

(

)

1

(

)

(ln

;

!

)

1

(

)

1

(

1

)

(

1

)

(

-

-

=

-

=

-

+

是有用的。

主要内容：
    前面讲过，若质点的运动方程
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定义：若函数
[image: image498.wmf])

(

x

f

y

=

的导函数
[image: image499.wmf])

(

x

f

¢

在
[image: image500.wmf]0

x

点可导，就称
[image: image501.wmf])

(

x

f

¢

在点
[image: image502.wmf]0

x

的导数为函数
[image: image503.wmf])

(

x

f

y

=

在点
[image: image504.wmf]0

x

处的二阶导数，记为
[image: image505.wmf])

(

0

x

f

¢

¢

，即
[image: image506.wmf])

(

)

(

)

(

lim

0

0

0

0

x

f

x

x

x

f

x

f

x

x

¢

¢

=

-

¢

-

¢

®

，此时，也称函数
[image: image507.wmf])

(

x

f

y

=

在点
[image: image508.wmf]0

x

处二阶可导。

注1：若
[image: image509.wmf])

(

x

f

y

=

在区间
[image: image510.wmf]I

上的每一点都二次可导，则称
[image: image511.wmf])

(

x

f

在区间
[image: image512.wmf]I

上二次可导，并称
[image: image513.wmf]I

x

x

f

Î

¢

¢

),

(

为
[image: image514.wmf])

(

x

f

在
[image: image515.wmf]I

上的二阶导函数，简称二阶导数；

   2：仿上定义，由二阶导数
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   3：二阶以上的导数称为高阶导数，高阶导数与高阶导函数分别记为：
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   5：未必任何函数所有高阶都存在；
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【例3】
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  一般地，有
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【例4】
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【例5】
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(i) 当
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【例6】
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注：高阶导数有如下运算法则：
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【例7】上例中，求
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【例8】验证
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【例9】验证
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§2.4 隐函数的导数、由参数方程所确定的函数的导数
一、内容要点

    1．由一般方程F（x,y）=0确定的隐函数的导数
[image: image618.wmf]dx

dy

：方程两端关于x求导并解出
[image: image619.wmf]dx
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。

3． 由参数方程
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 确定的隐函数的导数
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4． 相关变化率：由变量x(t)与y(t)满足的关系式
[image: image624.wmf]0
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导出两个变化率
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之间的关系，从而由其中的一个变化率求得另一个变化率。

二、教学要求和注意点

教学要求：

1． 会求由一般方程与参数方程所确定的隐函数的一阶、二阶导数。

2． 根据实际问题，会建立两个相依变量之间的关系式，进而解决相关变化率问题。

教学注意点：

要了解隐函数的导数与显函数的导数在形式上的不同：显函数
[image: image627.wmf])
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的导数
[image: image628.wmf]y
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一般是自变量x的表达式；由一般方程F(x,y)=0确定的隐函数的导数
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中通常既含数
[image: image630.wmf]dx
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则通常是参数t的表达式，对求这两类函数的二阶导数尤其需要学生加强练习，这是很多学生常常出错的地方。

主要内容：

一、隐函数的导数

以前，我们所接触的函数，其因变量大多是由其自变量的某个算式来表示的，比如：
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等等，象这样一类的函数称为显函数。

但在实际问题中，函数并不全是如此，设
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的值，恒有区间
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一起满足方程：
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就称方程（1）确定了一个定义域为
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，值域含于
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中的函数，这个函数就称为由方程（1）所确定的隐函数，若将它记为
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【例1】
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【例2】
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上面求
[image: image653.wmf])

(

x

f

的过程是将一个隐函数转化为显函数，也称为隐函数的显化。

注 1：在不产生误解的情况下，其取值范围可不必一一指明；

   2：并不是任一方程（1）都能确定出隐函数，比如：
[image: image654.wmf]0

1

2

2

=

+

+

y

x

，不可能找到
[image: image655.wmf])

(

x

f

y

=

，使得
[image: image656.wmf]0

1

)]

(

[

2

2

=

+

+

x

f

x

；

   3：即使方程（1）能确定一个隐函数，但未必能象上二例一样从方程中解出
[image: image657.wmf]y

，如：
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的形式，即不能显化。

实际问题中，有时需要计算隐函数的导数，如果隐函数可显化，则求导没什么问题，同前一样，若隐函数不能显化，我们就直接从（1）算出其隐函数的导数。（以后我们还将介绍更一般的方法）。

【例3】
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解：在方程的两边同时对
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[例2]求圆
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解：

 [image: image667.png]



因为 
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 EMBED Equation.3  [image: image671.wmf]Þ

在x=
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[例3] 求笛卡儿（Descartes）叶形线：
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所确定的隐函数的一阶与二阶导数。

解：
[image: image686.png]xty+a=0




在方程两边对x求导       
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[例4]   
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解： 一般地，设
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    先对两边求对数： 
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[例5] 求
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的导数。

二．由参数方程所确定的函数的导数

在解析几何里，曲线常可用参数来表示：
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若y 可表示成x的某个算式，这时求y对 x的导数较容易，但一般地，
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这就是直接从参数方程求
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[例6]设 
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[例7] 设 
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三．相关变化率（略）
§2.5函数的微分
一、内容要点

    1．函数
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3．微分的运算法则：
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微分形式的不变性：若
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4．微分的意义：
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的近旁可用该点处的切线近似代替，即“以直代曲。”

5．微分的应用：用微分进行近似计算和估计误差。

二、教学要求和注意点
教学要求：

1． 理解函数微分的定义、可微的条件并了解微分的意义。

2． 掌握微分基础公式以及微分运算法则。

3． 会用一次函数近似表示初等函数并知道绝对误差与相对误差的概念。

教学注意点：

1．要抓住函数可微的定义——若在
[image: image766.wmf]0
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处给出增量
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后，函数增量可表示为
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[image: image770.wmf]y
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与自变量增量的线性函数
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相差的只是
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的高阶无穷小；线性函数
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就叫函数（在
[image: image774.wmf]0

x

处）的微分，把握了这点，微分的意义和应用就容易理解了。

2．要熟练掌握微分的运算法则（包括微分形式的不变性），因为微分的运算法则在以后的章节如“不定积分”、“定积分”及“微分方程”中都将用到。

主要内容：

1． 微分的定义：

先观察一个具体的问题，设一边长为x的正方形，它的面积为A＝
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定义：若函数
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定理：函数
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由此可见，一元函数可微性与可导性是互相等价的。若
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[例2]求
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注：（1）上例说明自变量的增量
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（2）说明函数的微分等于函数的导数与自变量微分的乘积。若在（2）式两边同时除以
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（3）说明函数的导数等于函数的微分与自变量微分之商。因此，导数亦称微商。以后导数的记号
[image: image869.wmf]dx

dy

是作为一个整体来看的，现在此记号就可看成是分子为
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，分母
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为的分式。

2．  基本初等函数的微分公式与微分运算法则。

  ①.  基本初等函数的微分公式：由（2）知：要求微分知道其导数就行了。因此，由基本初等函数导数公式立即就能得到基本初等函数的微分公式。
②.微分运算法则：另外，也立即能得到微分运算法则。

③复合函数的微分法则：设
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[例5] 求
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[例6] 在下列括号中填入适当的函数，使等式成立。
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三．微分的几何意义
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绝对误差限常简称绝对误差，相对误差限也简称为相对误差。

[例2] 已测得一球得直径为43cm，并知在测量中的绝对误差不超过0.2cm，求已此数据计算体积时所产生得误差。

解：以此数据算得体积为：
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