第七章  无穷级数

一、本章的教学目标及基本要求：

（1） 理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的基本性质和收敛的必要条件。

（2） 掌握几何级数与p—级数的收敛性。

（3） 会用正项级数的比较审敛法、比值审敛法和根值审敛法，掌握正项级数的比值审敛法。

（4） 会用交错级数的莱布尼茨定理。

（5） 了解无穷级数绝对收敛与条件收敛的概念，以及绝对收敛与条件收敛的关系。

（6） 了解函数项级数的收敛域及和函数的概念。

（7） 掌握幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法。

（8） 了解幂级数在其收敛区间内的一些基本性质，会求一些幂级数在收敛区间内的和函数，并会由此求出某些数项级数的和。

（9） 了解函数展开为泰勒级数的充分必要条件。

（10） 掌握函数
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的麦克劳林展开式，会用它们将一些简单函数间接展开成幂级数。

（11） 了解傅氏级数的概念以及函数展开成傅氏级数的狄利克雷定理，会将定义在
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上的函数展开成傅氏级数，会将定义在
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上的函数展开成正弦级数与余弦级数，会写出傅氏级数的和的表达式。

二、本章教学内容的重点和难点：

　　重点：无穷级数的收敛与发散，正项级数的审敛法，幂级数的收敛半径与收敛区间的求法．
　　难点：正项级数的审敛法，幂级数展开，傅立叶级数展开．
§7.1　常数项级数的概念及性质
一、内容要点

1、常数项级数概念：

    常数项级数、部分和、级数的收敛与发散、余项；

2、收敛级数的基本性质及收敛的必要条件：

    性质1：若级数
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    性质2：若级数
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分别收敛于和s、(，则级数
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    性质3：在级数中去掉、加上或改变有限项，不会改变级数的收敛性．(证明)

    性质4：若级数
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　　性质5(级数收敛的必要条件)：若级数
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一、 概念

定义:设已给定数列
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[image: image18.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

,   即       
[image: image19.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

=
[image: image20.wmf]1

u

+
[image: image21.wmf]2

u

+…+
[image: image22.wmf]n

u

+…,     其中称
[image: image23.wmf]n

u

为一般项.

将其前
[image: image24.wmf]n

项的和: 
[image: image25.wmf]n

S

=
[image: image26.wmf]1

u

+
[image: image27.wmf]2

u

+…+
[image: image28.wmf]n

u

称为级数的前
[image: image29.wmf]n

项的部分和,或简称部分和.

注1: 由上我们便得到一个数列
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,以前我们学过数列的收敛与发散,进而就不难得出级数的收敛与发散的概念.换而言之,有限个数相加为一数,无穷多个数相加是否仍为一个数呢?

定义: 当
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,就称常数项级数
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注1: 当级数收敛时,其部分和
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所产生的误差就是它的绝对值,即 
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注2: 到目前为止,已了解的级数的基本概念,特别了解了级数
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的敛散性所决定的.确切地说,两者敛散性是相同的.为此,可把级数看成是数列的一种表现形式.如设
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 这样就由一数列产生一个级数.可见数列与级数可以相互转化.

[例1] 讨论一个简单级数―几何级数(等比级数):
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解: 我们先考虑其部分和: 
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    利用中学知识,得  
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(II) 当
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(III) 当
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(IV) 当
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]n

S

=
[image: image94.wmf]a

n

]

)

1

(

1

[

1

-

-

-

, 
[image: image95.wmf]n

n

S

¥

®

lim

不存在.故此时级数发散.


[image: image96.wmf]\

   综上所述,几何级数在
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[例2] 证明级数
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证:      首先,由于
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  原级数收敛,且收敛于
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[例3] 证明调和级数
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证: 
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一、 性质

性质1: (收敛的必要条件) 收敛的级数的一般项极限为0.即 
[image: image132.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

收敛,则
[image: image133.wmf]0

lim

=

¥

®

n

n

u

.

证: 设
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注1: 若反之,则不一定成立.即
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注2: 收敛的必要条件常用来证明级数发散.即若
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性质2: 在级数前增加或去掉有限项,不改变级数的敛散性.但在级数收敛时,其和可能改变.
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性质3: 若级数
[image: image172.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

收敛于
[image: image173.wmf]S

,则它的各项都乘以一常数
[image: image174.wmf]k

所得的级数
[image: image175.wmf]å

¥

=

1

n

n

ku

收敛于
[image: image176.wmf]kS

.即
[image: image177.wmf]å

¥

=

1

n

n

ku

=
[image: image178.wmf]k



 EMBED Equation.3  [image: image179.wmf]å

¥

=

1

n

n

u


性质4: 若级数
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性质5: 收敛级数加括号后(不改变各项顺序)所产生的级数仍收敛于原来级数的和.

注1:这里所谓加括号,就是在不改变各项的顺序的情况下,将其某
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项放在一起作为新的项,而产生的级数.当然,加括号的方法是有无穷多种的.

注2: 若级数在加括号后所得的级数发散,那么原级数发散.但是,某级数在加括号后所得的级数收敛,则原级数未必收敛.也就是说:发散的级数加括号后可能产生收敛的级数.例如: 
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注3: 由此知,级数加括号与不加括号时的敛散性是不尽相同的,后面我们要讲它们有相同敛散性时的情况.

[例4] 判别级数
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的敛散性.

解:  因级数
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§7.2　常数项级数的审敛法
一、内容要点

    正项级数及其审敛法：

    1．正项级数的概念；

    2．基本定理：正项级数
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    3．比较审敛法：设
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　　推论：设
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    4．比较审敛法的极限形式：设
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　　5．比值审敛法(达朗贝尔判别法)：设
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　　6．根值审敛法(柯西判别法)：设
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　　7．极限审敛法：设
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　　交错级数及其审敛法:

　　1．交错级数的概念：

　　2．莱布尼茨定理：如果交错级数
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　　(1)  un ( un + 1 (n = 1, 2, 3, …)；

    (2)  
[image: image236.wmf]0

lim

=

¥

®

n

n

u


则级数收敛，且其和s ( u1，其余项rn的绝对值( rn ( ( un + 1． (证明)

　　绝对收敛与条件收敛：

    1. 绝对收敛与条件收敛的概念；

    2. 定理：如果级数
[image: image237.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

绝对收敛，则级数
[image: image238.wmf]å

¥

=

1

n

n

u

必定收敛．(证明)
一、 教学要求和注意点（略）

前面所讲的常数项级数中,各项均可是正数,负数或零.正项级数是其中一种特殊情况.如果级数中各项是由正数或零组成,这就称该级数为正项级数.同理也有负项级数.而负项级数每一项都乘以
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定理: 正项级数
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推论: 设两个正项级数
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[例2] 若正项级数
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比较审敛法的极限形式: 设两个正项级数
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[例3] 证明
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定理2: (达朗贝尔D’Alembert判别法) 设正项级数
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注1: 习惯上,我们也称达朗贝尔判别法为比值审敛法.

[例4] 证明
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证:  
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[例5]  讨论
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 当
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定理3: (Cauchy判别法) 设
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注1:习惯上,我们称 Cauchy判别法为根值审敛法.

[例6] 证明
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 任意项级数的敛散性

一、 交错级数及其审敛法

交错级数又称莱布尼兹级数,它具有下列形式:
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定理1: (莱布尼兹判别法) 若交错级数
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证: 先考察交错级数
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根据条件(1)可知:
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    再考察级数的前
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最后,由于
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[例1] 证明交错级数
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证: (1) 
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由上述定理知, 交错级数
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1、 任意项级数的绝对收敛与条件收敛

定义1: 设有级数
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定义2: 设
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定理2: 若任意项级数
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证: 因
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注1: 定理2反之则不一定成立.如: 
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[例2] 证明 
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证: 下面我们莱证明
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由比值判别法知, 
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[例3] 证明
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证: 首先,我们知道
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    其次,考虑其绝对值级数
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    综上所述, 
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绝对收敛的级数的几个注释:

注1: 绝对收敛的级数不因为改变其项的位置而改变其和.这也叫级数的重排.对于一般的级数则不成立.如
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注 2: 对于级数的乘法,我们规定两个级数按多项式乘法规则形式地作乘法:
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如果两个级数
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§7.3　幂级数

一、内容要点

　　函数项级数的概念：
    函数项级数、部分和、收敛点、发散点、收敛域、发散域、和函数．
　　幂级数及其收敛性：
　　1．幂级数的概念；

    2．幂级数的收敛性：

    (1) 定理1(阿贝尔(Abel)定理)  如果级数
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    推论：如果幂级数
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    当( x ( < R时，幂级数绝对收敛;

    当( x ( > R时，幂级数发散；

　　当x = R或x = (R时，幂级数可能收敛也可能发散．
    (2) 幂级数的收敛半径与收敛区间的概念；

    (3) 幂级数的收敛半径的求法:

    定理２：如果
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其中an、an + 1 是幂级数
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(证明).
　　3．幂级数的运算：

    幂级数的加法、减法、乘法、除法；

    4．幂级数的和函数的性质：

　　性质1：幂级数
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　　性质2：幂级数
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逐项积分后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径．

　　性质3：幂级数
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逐项求导后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径．
2、 教学要求和注意点

1、 函数项级数地一般概念

前面讲过常数项级数,其各项均为一个常数.若讲各项改变为定义在区间I上的一个函数,便为函数项级数.
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二、幂级数及其收敛性

幂级数是函数项级数中的最简单的一种,它具有下列形式:
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第二部分用反证法即可.(自证)
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方法二:对原级数直接用比值审敛法.
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方法二:直接用比值审敛法.这里就不详细的讲了,可参照本节例3的方法来解.

三、幂级数的运算性质
定理3:设幂级数
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定理4: 设幂级数
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求导后的幂级数与原幂级数有相同的收敛半径
[image: image731.wmf]R

.

3) 
[image: image732.wmf])

(

x

S

在
[image: image733.wmf])

,

(

R

R

-

内可以积分,且有逐项积分公式:

 
[image: image734.wmf]ò

ò

å

ò

å

å

¥

=

¥

=

+

¥

=

+

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

x

x

n

x

n

n

n

n

n

n

n

n

x

n

a

dx

x

a

dx

x

a

dx

x

S

0

0

0

0

0

1

0

1

)

(

,
其中
[image: image735.wmf]x

是
[image: image736.wmf])

,

(

R

R

-

内任一点,积分后的幂级数与原级数有相同的收敛半径
[image: image737.wmf]R

.

注1: 若逐项求导或逐项积分后的幂级数在
[image: image738.wmf]R

x

=

或
[image: image739.wmf]R

x

-

=

处收敛,则
[image: image740.wmf]1

0

)

(

-

¥

=

å

=

¢

n

n

n

x

na

x

S

或
[image: image741.wmf]ò

å

¥

=

+

+

=

x

n

n

n

x

n

a

dx

x

S

0

0

1

1

)

(

对
[image: image742.wmf]R

x

=

或
[image: image743.wmf]R

x

-

=

处也成立.

注2: 反复应用结论2)可得:幂级数
[image: image744.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

的和函数
[image: image745.wmf])

(

x

S

在收敛区间内具有任意阶导数.

[例5] 证明
[image: image746.wmf]2

ln

1

)

1

(

4

1

3

1

2

1

1

1

=

+

-

+

+

-

+

-

+

L

L

n

n

.

证: 不难知 
[image: image747.wmf]x

x

x

x

n

-

=

+

+

+

+

+

1

1

1

2

L

L

 
[image: image748.wmf])

1

1

(

<

<

-

x

.

逐项从0到
[image: image749.wmf]x

进行积分,得  
[image: image750.wmf])

1

ln(

x

-

-

=
[image: image751.wmf]L

L

+

+

+

+

+

+

+

1

3

2

1

3

2

n

x

x

x

x

n

 
[image: image752.wmf])

1

1

(

<

<

-

x


上式右端级数对
[image: image753.wmf]1

-

=

x

也收敛.由注1知,令
[image: image754.wmf]1

-

=

x

上式成立.


[image: image755.wmf])]

1

(

1

ln[

-

-

-

=
[image: image756.wmf]L

L

+

+

-

+

+

-

+

-

+

-

+

1

)

1

(

3

)

1

(

2

)

1

(

1

1

3

2

n

n



[image: image757.wmf]\



 EMBED Equation.3  [image: image758.wmf]2

ln

1

)

1

(

4

1

3

1

2

1

1

1

=

+

-

+

+

-

+

-

+

L

L

n

n


[例6] 求
[image: image759.wmf]å

¥

=

1

2

n

n

x

n

的和函数以及收敛半径.

解: 令
[image: image760.wmf])

(

x

S

=
[image: image761.wmf]å

¥

=

1

2

n

n

x

n

, 
[image: image762.wmf])

(

x

f

=
[image: image763.wmf]å

¥

=

-

1

1

2

n

n

x

n

.显然 
[image: image764.wmf])

(

x

S

=
[image: image765.wmf])

(

x

xf

. 现在对
[image: image766.wmf])

(

x

f

求积分:


[image: image767.wmf]ò

å

å

ò

ò

å

¥

=

¥

=

-

¥

=

-

=

=

=

x

n

n

n

x

n

x

n

n

nx

dt

t

n

dt

t

n

dt

t

f

0

1

1

0

1

2

0

1

1

2

)

(

. 令
[image: image768.wmf]å

¥

=

-

=

1

1

)

(

n

n

nx

x

g



[image: image769.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image770.wmf]ò

=

x

x

xg

dt

t

f

0

)

(

)

(

, 又对
[image: image771.wmf])

(

x

g

求积:


[image: image772.wmf]ò

å

å

ò

ò

å

¥

=

¥

=

-

¥

=

-

=

=

=

x

n

n

n

x

n

x

n

n

x

dt

t

n

dt

nt

dt

t

g

0

1

1

0

1

0

1

1

)

(

. 显然
[image: image773.wmf]å

¥

=

1

n

n

x

的和函数为
[image: image774.wmf]x

x

-

1

,收敛半径为1,进而由性质2,3知
[image: image775.wmf]å

¥

=

1

2

n

n

x

n

的收敛半径也为1.下求和函数
[image: image776.wmf])

(

x

S


由
[image: image777.wmf]ò

=

x

dt

t

g

0

)

(



 EMBED Equation.3  [image: image778.wmf]x

x

-

1



 EMBED Equation.3  [image: image779.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image780.wmf]2

)

1

(

1

1

)

(

x

x

x

x

g

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=



[image: image781.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image782.wmf]ò

=

x

x

xg

dt

t

f

0

)

(

)

(



 EMBED Equation.3  [image: image783.wmf]2

)

1

(

x

x

-

=



 EMBED Equation.3  [image: image784.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image785.wmf]3

2

)

1

(

1

)

1

(

)

(

x

x

x

x

x

f

-

+

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=



[image: image786.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image787.wmf])

(

x

S

=
[image: image788.wmf])

(

x

xf



 EMBED Equation.3  [image: image789.wmf]3

)

1

(

)

1

(

x

x

x

-

+

=

.  即为所求和函数.

§7.4　函数展开成幂级数
 一、内容要点

泰勒级数(Taylor)

    1．泰勒级数和麦克劳林级数的概念；

　　2．定理：设函数f(x)在点x0的某一邻域U(x0)内具有各阶导数，则f(x)在该邻域内能展开成泰勒级数的充分必要条件是f(x)的泰勒公式中的余项Rn(x)当n((时的极限为零，即
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 (证明)．
　　函数展开成幂级数的方法：

　　1．直接展开法:

    例1 (e x的展开)；例2 (sinx的展开)

　　2．间接展开法：

例3 (ln(1+x)的展开)，例4 (cosx的展开) , 例5～例9．

近似计算：

    例1 ～ 例3；

　　欧拉(Euler)公式：

    (1) 复数项级数的概念：

　　复数项级数、复数项级数收敛与绝对收敛；
    (2) 欧拉(Euler)公式：eix = cosx + I sinx .

2、 教学要求和注意点（略）

说明1：这部分只强调应用，理论分析不必说得太多，多了反而容易产生不必要的问题。
说明2：用幂级数运算求级数和、求解微分方程的题型可适当地多选些。
一、泰勒(Tayler)级数

以前我们学过一个函数的泰勒公式,具体是:如果
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    下面我们系统地介绍一下:

定义: 若
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函数的幂级数展开式一般比较难求,能直接从前面所讲的四个步骤来求的为数不多.因此,通常是从已知的展开式出法,通过变量代换,四则运算,或逐项求导,逐项积分等办法间接求出其展开式.这种方法称为间接法.以上几个展开式在间接法中有很重要的位置,故须将之记住.
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