第六章  定积分的应用
本章将应用第五章学过的定积分理论来分析和解决一些几何、物理中的问题，其目的不仅在于建立这些几何、物理的公式，而且更重要的还在于介绍运用元素法将一个量表达为定积分的分析方法。

一、教学目标与基本要求：

使学生掌握定积分计算基本技巧；使学生用所学的定积分的微元法（元素法）去解决各种领域中的一些实际问题；
掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积、变力作功、引力、压力及函数的平均值等）

二、本章教学内容的重点难点：
找出未知量的元素（微元）的方法。用元素法建立这些几何、物理的公式解决实际问题。运用元素法将一个量表达为定积分的分析方法

§6.1定积分的微小元素法

一、内容要点

1、复习曲边梯形的面积计算方法，定积分的定义
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2、计算面积的元素法步骤：

（1）画出图形； 

（2）将这个图形分割成
[image: image5.wmf]n

个部分，这
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个部分的近似于矩形或者扇形；

（3）计算出面积元素；

（4）在面积元素前面添加积分号，确定上、下限。

二、教学要求与注意点

掌握用元素法解决一个实际问题所需要的条件。用元素法解决一个实际问题的步骤。
§6.2 定积分在几何中的应用

一、内容要点
1、在直角坐标系下计算平面图形的面积
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第一步：在
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边界方程中解出
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的两个表达式
[image: image14.wmf])

(

1

x

y

j

=

，
[image: image15.wmf])

(

2

x

y

j

=

.

第二步：在剩下的边界方程中找出
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方法二

[image: image357.wmf]    Y

 

 

                y=f(x)

 

 

 

 

 

 

 

      x0= a  x1   x2    x3            xn= b X

 

 面积元素
[image: image25.wmf]dA

=
[image: image26.wmf]dy

y

y

)]

(

)

(

[

1

2

j

j

-

，面积
[image: image27.wmf]A

=
[image: image28.wmf]y

y

y

d

c

d

)]

(

)

(

[

1

2

j

j

-

ò


第一步：在
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第二步：在剩下的边界方程中找出
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例1 求
[image: image42.wmf]2

2

-

=

x

y

，
[image: image43.wmf]1

2

+

=

x

y

围成的面积

解
[image: image44.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

-

=

1

2

2

2

x

y

x

y

，
[image: image45.wmf]1

2

2

2

+

=

-

x

x

，
[image: image46.wmf]1

-

=

x

，
[image: image47.wmf]3

=

x

。当
[image: image48.wmf]3

1

<

<

-

x

时
[image: image49.wmf]1

2

2

2

+

<

-

x

x

，于是

面积
[image: image50.wmf]ò

-

-

=

+

-

=

-

-

+

=

3

1

3

1

3

2

2

3

2

10

)

3

3

1

(

)]

2

(

)

1

2

[(

x

x

x

dx

x

x


例2  计算
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2、在曲边梯形
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例3 求
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解 面积
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例4 星形线
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3、极坐标系下计算平面图形的面积。

极坐标曲线
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4、平行截面面积为已知的空间物体的体积

过
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例1 一空间物体的底面是长半轴
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解 截面面积
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5、旋转体体积
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例2摆线
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例3 求星形线
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例4  求对数螺线
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二、教学要求与注意点

掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积
一、直角坐标的情形

定理1：由两条连续曲线
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证明：有微小元素法：
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注意：

1． 从几何意义容易看出
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3． 同理，曲线
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例1：求抛物线
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得交点
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定理2：若平面曲线由参数方程给出，
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例1． 求摆线x=a(t-sint),y=a(1-cost) (a>0)的一拱与x轴所为的面积

解：
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二、极坐标的情形

定理3：设曲线
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证明：又微小元素法[
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例1、 求双纽线
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例2、求由曲线
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解：两曲线的交点
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体积

1、 平行截面面积为已知的立体体积

定理一：设V是位于[a,b]间的一空间立体，A(x)（
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）是截面积的函数，且在[a,b]上连续，则立体V的体积为
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证明：在[x,x+dx]上的体积微元是dV=A(x)dx,则体积为：
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例1：求由圆柱面
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解：由于对称性，我们只要求第一卦限立体体积，过x点（
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2、 旋转体的体积

旋转体是一种特殊的空间立体，它是一条平面图形饶平面一直线l旋转一周所得，特别地，直线为x轴，一般地，设旋转体由曲线y=f(x),x=a,x=b,以及x轴所围的曲边梯形饶x轴旋转一周所得的一个立体，用垂直于x轴的平面去截立体得到截面面积为A(x)=
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例1例3、过点
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平面曲线的弧长
一、直角坐标系

定理1：设y=f(x)在[a,b]上连续，且有一阶连续导数，则  y=f(x) 在[a,b]上的弧长为
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例1．曲线
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二、参数方程的情形

  当曲线以参数方程 
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例1．摆线
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三、极坐标的情形

定理3：若曲线的极坐标方程为
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例1：心形线
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§6.3定积分在物理中的应用
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一、内容要点

1、变力沿直线运动所做的功
如左图，设dx很小，物体在变力 
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用下从点x移动到点x+dx所做的功元素为
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   例1　一物体按规律
[image: image299.wmf]2

ct

x

=

直线运动，所受的阻力与速度的平方成正比，计算物体从 
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运动到
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时，克服力所做的功。

   解  位于
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处时物体运动的速度
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。如图从点x运动到点x+dx所做的功元素
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例2　一个圆拄形水池，底面半径5米，水深10米，要把池中的水全部抽出来，所做的功等于多少？（水的密度
[image: image310.wmf]r

=1）

解　如图，将位于
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处、厚度为
[image: image312.wmf]dx

的薄层水抽出来，其质量
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例3　一条均匀的链条长
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少功才能把它全部拉上建筑物顶部　

解　如图，将位于
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处、长度为
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2、液体的压力　
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例4  一块矩形木板长10米，宽5米。木板垂直于水平面，沉没于水中，其一宽与水

面一样高，求木板一侧受到的压力。（水的密度
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解　如图，木板在
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引力　

例5 如图一质量为
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的质点位于原点，一根密度为
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     例6  设星形线
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二、教学要求与注意点

不仅会建立这些几何、物理的公式，而且更重要的还在于会运用元素法将一个量表达为定积分的分析方法
（3,1）
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