第八章 多元函数的微积分学
上册研究了一元函数微积分学，利用这些知识，我们可以求直线上质点运动的速度和加速度，也可以求曲线的切线的斜率，可以判断函数的单调性和极值、最值等，但这远远不够，因为一元函数只是研究了由一个因素确定的事物。一般地说，研究自然现象总离不开时间和空间，确定空间的点需要三个坐标，所以一般的物理量常常依赖于四个变量，在有些问题中还需要考虑更多的变量，这样就有必要研究多元函数的微分学。

多元函数微分学是一元函数的微分学的推广，所以多元函数微分学与一元函数微分学有许多相似的地方，但也有许多不同的地方，学生在学习这部分内容时，应特别注意它们的不同之处。

一、教学目标与基本要求

(1) 理解多元函数的概念。

(2) 了解二元函数的极限与连续性的概念，以及有界闭区域上连续函数的性质。

(3) 理解偏导数和全微分的概念，了解全微分存在的必要条件和充分条件，以及全微分在近似计算中的应用。

(4) 掌握复合函数一阶、二阶偏导数的求法。

(5) 会求隐函数（包括由方程组确定的隐函数）的偏导数。

(6) 了解曲线的切线与法平面及曲面的切平面与法线，并掌握它们的方程的求法。

(7) 理解多元函数极值的概念，会求函数的极值。了解条件极值的概念，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求解一些较简单的最大值和最小值的应用问题。

(8) 理解二重积分积分的概念，了解并会应用重积分的性质。
(9) 熟练掌握利用直角坐标和极坐标计算二重积分的方法。

二、教学内容的重点及难点：

重点：

1． 多元函数的极限与连续；

2． 偏导数的定义；全微分的定义

3． 多元复合函数的求导法则；隐函数的求导法则

4． 多元函数的极值与最值的求法

5． 二重积分概念，二重积分的计算。

难点：

1． 多元函数微分学的几个概念，即多元函数极限的存在性、多元函数的连续性、偏导数的存在性、全微分的存在性、偏导数的连续性之间的关系；

2． 多元复合函数的求导法则中，抽象函数的高阶导数；

3． 由方程组确定的隐函数的求导法则；

4． 条件极值的求法

5． 对二重积分概念的理解，将重积分化为累次积分时的定限及更换积分次序

三、教学内容的深化和拓宽：

1． 多元函数微分学的几个概念的深刻背景；

2． 多元复合函数的求导法则的应用；

3． 由一个方程确定的隐函数，推广到由方程组确定的隐函数

4． 利用多元函数微分学的知识研究空间曲线和曲面的性质；

5． 将偏导数的概念推广到方向导数，并由此得到梯地的概念

6． 利用多元函数微分学的知识研究无条件极值与条件极值。

7. 二重积分概念的深刻背景

8. 二重积分的换元积分法

9. 重积分的实际应用
§8.1多元函数的基本概念

一、内容要点

1． 平面点集 
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2． 多元函数的概念

3． 多元函数的极限

4． 多元函数的连续性

二、教学要求和注意点

教学要求：

    1．理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意义。

    2．了解二元函数的极限与连续性的概念，以及有界闭区域上连续函数的性质。

教学注意点：

多元函数的极限与一元函数极限的定义表面上看起来非常相似，但也有不同的地方，要特别提醒学生注意，一元函数的方向极限只有两个，即左极限和右极限，但多元函数的方向极限有无限多个，动点可以沿着直线的方向趋于定点，也可以沿着曲线的方向趋于定点，这意味着多元函数的极限较一元函数的极限复杂得多。

说明1：把一元函数的概念推广到多元函数之前必须把多维空间的领域概念解释清楚，因为多元函数许多与一元函数不同的特殊性质是由多维空间中的领域性质决定的。往往学生自以为已经掌握了多元函数的概念，遇到实际问题还是理解不了。
说明2：多元函数的极限是比较难理解的概念，要分清二重极限与二次极限的区别与两者的关系。
说明3：在多元函数的范围内仍有基本初等函数和初等函数的概念。
1、 平面区域

首先我们来了解一下在平面区域内平面点集的知识：

1、 邻域：给定平面内P0（x0，y0）点，和某数
[image: image2.wmf]d

>0，以P0点为圆心，为
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半径作圆，该圆内所有点的全体，即
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，称为P0点的邻域，记做：
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2、 内点：在平面点集
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，存在P0的一个邻域
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，则称P0为
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的内点；

3、 开集：平面点集
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内的所有点都是内点，则称点集
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为开集；

4、 边界点：在平面上，存在某个点P，在P的任何邻域内，都含有点集
[image: image13.wmf]E

的点，又含有不是点集
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的点，则称点P为点集
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的边界点。

【注】：1、点P可以在点集
[image: image16.wmf]E

内，也可以不在。2、点集
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中孤立在外的点，称为孤立点，规定，孤立点为边界点。3、所有边界点组成的集合称为边界。
5、 连通：如果点集
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内的任意两点都能用全属于
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的折线连接起来，则称
[image: image20.wmf]E

为连通的。

6、 区域：连通的开集称为开区域，简称区域。称区域连同他的边界为闭区域。

7、 有界无界区域：对于平面点集
[image: image21.wmf]E

，如果存在一个以原点为圆心的圆盘D，使
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，则称为有界区域，否则称为无界区域。

8、 聚点：P点的任何一个邻域内都有无限个属于点集
[image: image23.wmf]E

的点，称P为点集
[image: image24.wmf]E

的聚点。

  【注】：平面点集中点的关系如图,其中：[image: image25.png]LR
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2、 二元函数的极限和连续性

1、 二元函数

定义1：设有变量x，y和z，如果当变量x，y在某一固定的范围内，任意取一对值时，变量z按照一定的法则f总有唯一的确定的值与之对应，就称z为x，y的二元函数，记作：
[image: image28.wmf])

y

,

x

(

f

z

=

，其中x，y称为自变量，z称为因变量。自变量x，y的取值范围称为二元函数的定义域，一般用大写字母D来表示。

【注】1、与定义1相似，我们可以直接定义n元函数（n≥1）；

      2、定义1中，当x，y的值取定后，z的取值就根据f的方程来定。通常情况下，这个值是唯一的，这时我们称
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为单值函数，但有时侯取值不是唯一的，这时我们称
[image: image30.wmf])

y

,

x

(

f

z

=

为多值函数。如：
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。一般情况，我们讨论的函数都是单值函数，如果是多值函数我们会特别说明或者用多个单值函数来处理。

3、二元函数的定义域有两种。其一：我们规定的定义域，即
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中，x，y的取值范围。如：
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。其二：我们给定的函数
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，使得z有确定取值的（x，y）的取值范围。如：
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，其定义域为：D={(x，y)| 
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      4、二元函数的图形由上一章的内容可知是一张曲面。

      5、两二元函数相等，即
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]Û

定义域相等且起对应法则也必须相等。

【例】求
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的定义域。

    解：显然要使得上式有意义。必须满足
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2、 二重极限

 定义2：设P0(x0，y0)为函数
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定义域D的聚点，如果当定义域内任意一点P（P0除外），以任何方式趋近P0时，即：
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语言表示：
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三、求极限的方法

1、一元函数求极限的方法及运算法则（除L.hospital法则外）对多元函数依旧成立。如：两个重要极限，等价无穷小法则等等。

  〖例〗（1）、
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       （2 ）、
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  解：（1）：
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           ∴ 
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          ∴ 原极限=0

2、定义中提到任意方式趋近，我们可从中推断出：当我们能找到两条不同的路径L1，L2，使得
[image: image62.wmf]0
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〖例〗讨论
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在（0，0）处的极限。

  解：取不同路径y=kx，当x趋近0时，y趋近0，但方式不同，
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显然，当k取值不同是，极限也不相同。

所以我们说函数在（0，0）的极限不存在。

3、 二次极限与二重极限的关系

称
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〖例〗（1）显然有：
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 （2）、上面例题说明
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在（0，0）处的二重极限不存在。但是其二次极限
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四、 函数的连续性及性质

定义3：设P0是函数
[image: image74.wmf])
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定义域D上的聚点，且
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【例】：任由上面例题可知
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在（0，0）处是不连续的。

【注】：1、等价定义：函数
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在点P0（x0,y0）连续
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（2）、利用多元函数的连续性来解决极限问题。

〖例〗（1）、求极限
[image: image83.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]1

xy

1

xy

lim

1

x

1

x

+

-

®

®


  解：∵ 
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∴  原极限=0

性质1、（最大值和最小值）若函数
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在有界闭区域D上连续，则函数f在D上有界，并且能取得最大值与最小值。

性质2、（介值定理）：设函数
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在有界闭区域D上连续，若P1（x1，y1），P2（x2，y2）
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的实数k，总存在P0（x0，y0）点，使得
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特别：取得函数可以取得最大值与最小值之间的一切值。

§8.2 偏导数

一、内容要点

1． 偏导数的定义及其计算法
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y

x

f

y

y

x

f

y

x

f

y

y

D

-

D

+

=

®

D

)

,

(

)

,

(

lim

)

,

(

0

0

0

0

0

0

0


2． 高阶偏导数

二、教学要求和注意点

教学要求：

理解多元函数偏导数的概念，并会求具体多元函数的一阶偏导数和高阶偏导数，知道多元函数的连续性与偏导数之间的关系。
教学注意点：

在一元函数中，可导的要求比连续的要求更高，即可导必连续，但连续不一定可导。而对多元函数而元，偏导数存在时，多元函数却不一定连续，这是多元函数与一元函数的本质差别，应让学生举出反例，如
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说明1：多元函数的连续性要给出两种定义，补上精确的定义方式（即用“ε-δ”语言的定义方式，以便让学生能深刻理解多元函数连续的意义。
说明2：闭区域上连续函数的性质与一元函数的情形几乎完全相同，不必多做解释。
说明3：说明多元函数连续性和偏导数存在没有直接关系，这一点与一元函数的情形是根本不同的，原因是偏导数只有一维的变化概念，极限至少是二维的变化概念。
说明4：混合导数与次序无关的条件在初等函数的范围内是很容易满足的，不必过分强调它的条件。 
说明5：在二元函数的情况，函数在某一点可微的几何意义就是曲面在这一点有切平面存在。
说明6：函数在某一点可微可以保证函数在该点的连续性和偏导数存在，但不能保证偏导数在这一点连续，可以举出反例。
说明7：在所有介绍的条件中，偏导数的连续性是最强的。函数的偏导数在某一点连续可以保证函数在这一点可微、连续和偏导数存在。
一、偏导数概念

 偏增量：
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全增量： 
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定义1：设函数
[image: image100.wmf])

y

,

x

(

f

z

=

在P0（x0，y0）的某邻域
[image: image101.wmf])

,

P

(

U

0

d

内有定义，
[image: image102.wmf])

P

(

U

)

x

x

(

0

0

Î

D

+

"

。若
[image: image103.wmf]x

)

y

,

x

(

f

)

y

,

x

x

(

f

lim

0

0

0

0

0

x

D

-

D

+

®

D

存在，则称
[image: image104.wmf])

y

,

x

(

f

z

=

在P0（x0，y0）点关于x的偏导数存在，且其极限值为其在该点的偏导数。


[image: image105.wmf]    记做：
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同理：
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偏导(函)数：如果函数
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2、偏导数的计算

【注】1、求
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对x的偏导数时，将y视为常数，对x求导数。求
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2、偏导数的符号
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同时，由上面计算可知
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。尤其注意在不等号的左边表达式是错误的。

（2）、设
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在点（1，2）处的偏导数。，
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解：
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（3）、设
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解：因为函数在整个定义域内表达形式不一样，所以在这里我们只能根据定义来求解。
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3、求
[image: image145.wmf])
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在P0（x0，y0）的偏导数的方法

〖方法一〗：首先求出其偏导函数
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〖方法二〗：比如求
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【例】：
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4、偏导数存在和函数连续的关系
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（1） 例题：
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在（0，0）处的偏导数存在，但不连续。

（2） 例题：
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5、几何意义
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与平面y=y0相交的曲线Cx，在平面y=y0内在x=x0处的切线斜率。
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一、高阶偏导数

定义：设有函数
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为函数的二阶纯偏导数，而称
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为函数的二阶混合偏导数。

【注】
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定理1：若函数
[image: image172.wmf])
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的两个混合偏导数在区域D内连续，则两者相等。

〖证明略〗

【例】：设
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三、综合习题

【94-1】：
[image: image181.wmf])
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在点（x0,y0）处的偏导数都存在，是
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在（x0,y0）连续的（   ）。

（A）：充要条件     （B）充分非必要条件   （C）非充分非必要条件。

解：由上面可知，答案是（C）

【92-1】：
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，在（0，0）处（   ）。

（A）连续，偏导数存在     （B）连续，偏导数不存在

（C）不连续，偏导数存在    （D）不连续，偏导数不存在

解：由上可知，答案是（C）

【94-1】
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解：
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代入，得
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§8.3 全微分
一、内容要点

1． 全微分的定义；

2． 全微分在近似计算中的应用

二、教学要求和注意点

教学要求：

1． 理解全微分的概念，

2． 会求全微分，

3． 了解全微分存在的必要条件和充分条件，

4． 了解全微分形式的不变性，

5． 了解全微分在近似计算中的应用。

教学注意点：

要求学生对全微分的原始定义
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有很好的理解。

在一元函数中，可导与可微是等价的。但对多元函数而言，可微一定可导，可导却不一定可微。另外，还要让学生知道，但对多元函数而言，可微一定连续。判断全微分存在的充分条件是偏导数连续。

说明：复合函数的求导是微分运算中的最基本的法则，务必熟练应用。

1、 概念

定义：设
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2、 概念的关系

定理1：可微函数一定连续。（〖注〗：不连续的函数一定不可微。）

证明：设
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在P（x，y）处连续。

定理2：可微函数的偏导数一定存在，且
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证明：设
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同理：令
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【注】（1）、讨论函数
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否则不可微分。

【例】：讨论
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  解：由前面可知：
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在（0，0）处不可微。

（2）、证明函数不可微的一些特殊方法：

1、 函数不连续一定不可微；

2、 如果一个偏导数不存在，则不可微。

       上面例题的证明方法2：因为函数在（0，0）点不连续，所以肯定不可微。

   定理3：若函数的偏导数连续，则函数可微分。

   证明：
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由Lagrange中值定理：
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∴  函数可微。

〖综合〗：函数在（x，y）点的关系
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〖例题〗：1、
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【例】设
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【例】求
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的全微分
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  显然这三个函数在空间中任意一点（x，y，z）点军连续，∴
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§8.4 多元复合函数的求导法则
一、内容要点

    1．复合函数的中间变量均为一元函数的情形

    设
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    2．复合函数的中间变量均为多元函数的情形

    设
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    3．复合函数的中间变量既有一元函数，又有多元函数的情形

    设
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二、教学要求和注意点

教学要求：

1． 会求复合函数的中间变量均为一元函数的情形

2． 理解并会求复合函数的中间变量均为多元函数的情形

3． 会求复合函数的中间变量既有一元函数，又有多元函数的情形

教学注意点：

多元复合函数的求导法则实际上是一元复合函数求导法则的推广，都是所谓的链锁法则，要求学生掌握其本质，重点要掌握和理解复合函数的中间变量均为多元函数的情形。在具体求导时，最好能画出变量之间关系的树形图。
1、 全导数

定理1：设
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……公式（1）。称公式（1）为全导数公式。
     证明：由于
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代入可得：
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    【例】：（1）、
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2、 复合函数微分法

定理2：设函数
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在点（x，y）处有对关于x和y的偏导数，且有下列公式：
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〖注〗：连线相乘，分线相加。

【例】
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解： 
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【注】在实际解题过程中，我们防止出现不便，所以一般习惯有以下记号：
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中，u和v在函数中排在第个来决定，此点务必记清楚。
定理3：设函数
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，在点（x，y）处有偏导数，函数
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，则：函数
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在点（x，y）处也有偏导数。且：
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记忆方法：如图[image: image326.png]


〖法则〗连线相乘，分线相加。
【注】：1、
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是二元函数
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关于x的偏导数。而
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【例】：
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  解：令
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，
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又因为
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又：
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〖注〗上题中的w函数是一元函数

【例】设
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同理：
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【例】：
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   解：令
[image: image351.wmf])

,

(

y

x

f

u

=

，
[image: image352.wmf])

,

(

y

x

f

v

=


   ∴ 
[image: image353.wmf])

,

(

v

u

f

z

=

，
[image: image354.wmf]x

v

v

f

x

u

u

f

x

z

¶

¶

×

¶

¶

+

¶

¶

×

¶

¶

=

¶

¶


                    
[image: image355.wmf])
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【例】：
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]

2

3

2

32

1

2

13

12

1

3

1

2

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

g

f

g

f

g

g

f

f

z

y

x

g

z

y

x

f

z

y

x

f

y

y

x

u

+

+

+

=

+

¶

¶

=

¶

¶

¶


         =
[image: image363.wmf]3

12

32

2

1

13

2

12

f

g

f

g

g

f

g

f

+

+

+


3、 全微分不变性（形式）

设
[image: image364.wmf])
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有连续的偏导数，无论u,v是自变量还是中间变量，都有：
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证明：（1）、当u,v为自变量时：（由定理1显然成立）；

（2）当u,v为中间变量时：
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【例89-1】：设函数
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【作业】：设
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具有二阶偏导数，求
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§8.5  隐函数的微分法
一、内容要点

    1．由一个方程
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确定的隐函数的导数
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的偏导数
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    2．由方程组确定的隐函数的导数

二、教学要求和注意点
教学要求：

1． 会求由一个方程确定的隐函数的导数

2．会求由方程组确定的隐函数的导数
教学注意点：

在计算由方程组确定的隐函数的导数时，要注意区分哪些是自变量，哪些是因变量，一般来说，有多少个方程就可以确定多少个因变量，剩下的全是自变量。

说明：隐函数的求导虽然没有很多难点，但产生错误的几率很大。主要的原因还是运算规则掌握得不好，最好能记住几个求导的公式。

一 隐函数为一个方程的形式

定理1：设
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证明：这里仅仅证明
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对函数
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〖补充〗：如果
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【例】方程
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定理2：
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【例02-4】：设
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1、 两个方程的方程组

定理3：设
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两边关于x（或y）求偏导数后，建立方程组，得出公式：课本P42。

（证明略）。

【例】：设
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  解：由题目要求可知，u、v为x的函数。

所以就题设两个方程对x求偏导数得：
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〖注〗：从上面的解题过程我们发现，在学习本节内容时，不要求死记公式，一定要掌握本质内容，这样解题更加得心应手。

【例99-1】：设
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对上面两个方程可以解出
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§8.6 偏导数的几何应用
一、内容要点

1． 空间曲线的切线与法平面

2． 曲面的切平面与法线

二、教学要求和注意点
教学要求：

2． 会求空间曲线的切线与法平面

2．会求曲面的切平面与法线
教学注意点：

在计算空间曲线的切线与法平面时，关键是要求出其切向量；在计算空间曲面的切平面与法线时，关键是要求出其切平面的法向量。

说明1：用位置向量（即向径）表示曲线虽然不属教学大纲的范围，但是运动学中常用的方法，对物理专业的学生特别重要，所以不但要讲而且要讲透。对位置向量的方向和大小要作出物理解释。
说明2：在计算曲面法线和切平面的时候，一般都直接用偏导数来计算法向量，自然地认为切平面是存在的。这是因为一般曲面方程都是用初等函数来表示的，而初等函数在它们的定义域内都有连续的偏导数，因此一定可微，既切平面一定存在。

一、空间曲线的切线及法平面。
1， 参数方程形式：
设曲线方程Г：
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求Г在P0{x(t0),y(t0),z(t0)}的切线及法平面（与切线垂直切过P0的平面称为Г在P0 点的法平面）

解：求割线 P0P的方程。

P0(x0,y0,z0),设t对应的增量
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[image: image496.wmf]切线方程
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注：求出切向量即可由点向式方程求出切线方程，再由
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解：切点：P
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法平面：a(x-
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【例】 (92-I),曲线
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解：切向量
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∴ 切线方程：
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法线方程：（x-x
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3、一般方程Г：
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则：y=y(x), z=z(x)，则切向量：
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 可由方程两边对x求导，解出y´（x）,z´（x）即可。

【例】:求
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解：对方程两边求导得：
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解之得：
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∴ 法平面方程：16(x-1)+9(y-1)-(z-1)=0

二、曲面的切平面及法线

若曲面
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上过P
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点的所有切线都在同一个平面上，则称该平面为曲线在P
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在P0点的法向量，称垂直于切平面且过P0点线为曲面
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1.一般方程：F（x,y,z）=0
设F（x，y，z）=0在P0(x0,y0,z0)处有连续导数且
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解：设
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 ∴任一曲线的切向量
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2.显函数的曲面：z=f(x，y)，(
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【例】：①(94-I)求曲面
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在点（1，2，0）的切平面方程。

②（00-I）求曲面x
[image: image611.wmf]2

+2y
[image: image612.wmf]2

+3z
[image: image613.wmf]2

=21在点（1，-2，2）的法线方程.

解：①令F（x，y，z）=
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，则
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e

-

1

）代入（1，2，0），
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={4，2，0}切平面：4(x-1)+2(y-2)=0，即2x+y-4=0。

②令F（x，y，z）=
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法线：
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【例】：(03-I)求曲面z=x
[image: image624.wmf]2

+y
[image: image625.wmf]2

与平行于x-y+2z=0的切平面方程

解：令F（x，y，z）=
[image: image626.wmf]2z
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x0 =1，y0=2。

∴ 
[image: image633.wmf]n

v

={2,4,-1}，z0=5。P0(1，2，5)

∴ 切平面方程：2x+2y-z=0
§8.7  多元函数极值
一、内容要点

1． 多元函数的极值及最大值、最小值

2． 条件极值 
[image: image634.wmf]Lagrange

乘数法

 二、教学要求和注意点
教学要求：

1． 理解多元函数极值和条件极值的概念，

2． 掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函数极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值。

3． 会求简单多元函数的最大值和最小值，并会解决一些简单的应用问题。

  教学注意点：

    实际问题一般总要受到多个因素的制约，因此有必要研究多元函数的极值与最值问题。最值点可能在区域的内部，也可能在区域的边界上，因此，求函数的最值时，要求出它在区域内部的所有极值以及在边界上的最值，再加以比较，从中找出函数在整个区域上的最值；研究条件极值的基本方法是将条件极值转化为无条件极值，即所谓的
[image: image635.wmf]Lagrange

乘数法。

说明1：多元函数的极值从定义的角度来比较与一元函数的情形没有区别，但在确定极值点的过程中，需要考虑得更多一点，因为在这里自变量变化的范围是多维的。
说明2：极值的充分条件可以通过下一节的泰勒公式来说明。
说明3：关于条件极值只强调方法和计算过程。

一、无条件极值

1、在上学期已知：讨论一元函数极值时：极值点
[image: image636.wmf]¾
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不等

驻点


[image: image637.wmf]Q


极值点可能是导数为0的点或导数不存在的点，∴极值点
[image: image638.wmf]¾
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不等

驻点，驻点
[image: image639.wmf]¾
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不等

极值点，y=x3在x=0点为驻点但非极值点。

2、二元函数极值（推广）：

若对
[image: image640.wmf]"

P
[image: image641.wmf]Î

U（Po）。都有f（P）<f（Po）则称f（Po）为f的一个极小值。Po为极小值点，极小值和极大值统称为极值点。

 定理1：（必要条件）设z=f（x，y）的偏导数存在，（x0，y0）为f（x，y）的极值点，则


[image: image642.wmf]x

f

（x0，y0）=
[image: image643.wmf]y

f

（x0，y0）=的点为f（x0，y0）的驻点。

 证明：不妨设（x0，y0）为极大值，即
[image: image644.wmf]"

（x，y）
[image: image645.wmf]Î

U（Po）都有f（x，y）<f（x0，y0），

对于y=y0，x
[image: image646.wmf]¹

x0，则f（x，y0）<f（x0，y0），即f（x0，y0）是一元可导函数f（x，y0）的极大值点，从而
[image: image647.wmf]x

f

（x0，y0）=0。同理：f（x0，y0）=0。

【注】：极值点
[image: image648.wmf]¾
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不等

驻点

〖反例〗：（1）f（x，y）=xy，（0，0）是其驻点，但非其极值点。

（2）极值点可能是驻点，也可能是偏导数不存在的点。 

定理2：（充分条件）设z=f（x，y）在（x0，y0）有连续的二价偏导数。（x0，y0）为f（x，y）的驻点，令A=
[image: image649.wmf]xx

f

=（x0，y0）B=
[image: image650.wmf]xy

f

（x0，y0）C=
[image: image651.wmf]yy

f

（x0，y0）则：

（1） 当AC-B2>0时（x0，y0）为极值点，且A<0时为极小值点，A<0时为极大值点。

（2） AC-B2=0 方程失效

（3） AC-B2>0时 （x0，y0）不是极值点

【例】：
[image: image652.wmf])
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/2，求z的极值。

解：求驻点：
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解得：驻点（
[image: image655.wmf]p

/3，
[image: image656.wmf]p

/6）

A=
[image: image657.wmf]xx
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（
[image: image658.wmf]p

/3，
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/6）=-
[image: image660.wmf]3

，B=
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/2，C=-
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，

由于AC—B2=3—3/4>0，从而（
[image: image663.wmf]p

/3，
[image: image664.wmf]p

/6）为其极值点，又A<0故为极大值点且极大值：z（
[image: image665.wmf]p

/3，
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/6）=3
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二、最大值与最小值（最值）

我们在高等数学上册知道：在一元函数中最大值
[image: image668.wmf]¾
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极大值

[（1）当最值在区间内部取得时，一定为极大值，而在端点取得最值一定不是极值]

二元函数：M，m的求法：先求出区域的内部的所有可能极值(驻点及所有偏导数不存在的点)并计算函数值，最后比较这些函数值的大小，最大的为M，最小的为m。

【例】：（95—IV）时z=x2y（4-x-y）D由x轴，y轴，x+y=6所围成，求z在D上的最大值和最小值（M，m）。

解：（1）在D的内部：
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且z（2，1）=4（不该计算A，B，C）

[image: image1.wmf]n

（2）在OA，OB上，有y=0或x=0，

∴z=0

（3）在线段AB上，y=6-x，且
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∴
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=6x2—24x=0
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x=0（舍）或x=4，

∴ y=2，∴z（4，2）=-64

综上：M=4，m=-64。

三、条件极值——拉格朗日数乘法

问：设
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解：设（x0，y0）上z=
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即：（x
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  〖注意〗：方程组中含有三个未知元x
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若令F(x，y，z)=f(x，y)+
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【注】：1、求z=f(x，y)在条件
[image: image706.wmf]j

(x，y)=0下的极值方法，令F(x，y，z)=f(x，y)+
[image: image707.wmf]lj

(x，y)

     由
[image: image708.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

0

0

0

jl

Fy

Fx

        解得所有可能的极值点。

2、绝对不能用条件极值的判别法判别这些可能的极值点是否是极大（小）值点，只能用实际问题的性质去判断（最大，最小值一定存在）

【例】：求表面积为2a，体积最大的长方体的体积。

解：令长，宽，高分别为x，y，z，V=xyz 则s=2a=2(xy+yz+xz)令

F(x，y，
[image: image709.wmf]l

)=xyz+
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(xy+yz+xz-a)
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 x=y=z
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 3x²=a 
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x=y=z=
[image: image718.wmf]a
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由于最大值一定存在，从而（x0,y0,z0）为最大值点，且最大值为：V=(
[image: image719.wmf]a

3

3

)3
ex(94-Ⅱ)在椭圆 x²+4y²=4上求一点，使其到直线2x+3y-6=0的距离最短。

  解：设p(x，y)为椭圆上一点，则：d(x，y)=
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求d在条件x²+4y²=4的最小值。问题等价与求d=(2x+3y-6)²在x²+4y²-4=0下的最小值点。

取F(x，y)= (2x+3y-6)²+
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解得（x
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§8.8 二重积分的概念和性质
[image: image729.wmf]
一、内容要点

1、引例

例1曲顶柱体的体积

例2平面薄片的质量

通过两个实际意义不同的例子，引出所求量可归结为同一形式的和式的极限，进而一般地抽象出二重积分的定义。

2、二重积分的概念：注意讲清楚定义中两个“任意性”及和式极限中各符号的意义。

3、二重积分的性质1-6，注意将其与定积分性质加以比较。

例3关于估值定理的应用

例4关于中值定理的应用

4、二重积分的几何意义——曲顶柱体的体积。

二、教学要求和注意点

理解二重积分，了解重积分的性质，了解二重积分的中值定理。

说明1：讲解二重积分要注意立体图的形象，对不同积分顺序的平面区域表示方法必须介绍清楚，这对以后计算重积分带来影响。
说明2：有些函数的原函数不能用初等函数来表达，只能用一种积分顺序。
说明3：积分顺序的更换是常见的问题，必须熟练。

一、二重积分的概念

先讲二个具体的问题：（1）、求曲顶柱体体积。（二）求平方薄片的质量。

（1） 求曲顶柱体体体积：

设z=f(x.，y)是定义在有界区域性D上的非负连续函数。我们称曲面z=f(x，y)，xoy平面上的区域D和准线为D的边界，母线平行于z轴的柱体所围成的立体为曲顶柱体。现在的问题是求这个曲顶柱体的体积V。

首先用一组曲线T把区域D划分为n个小区域
[image: image730.wmf]i
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D

（i=1，2，…,n）这样就把原柱体分为n个小曲顶柱体Vi。又记
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为Ti的面积，λi为
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的直径，对于
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来说，由于f(x，y)在
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连续。故当λi很小时，f(x，y)在
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上各点的函数值近似相等，从而可视
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上的曲顶柱体为平顶柱体，为此在
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中任放一点以
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为高的小平顶柱体的体积为
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。并用它来代替这个小曲顶柱体的体积Vi把所有这些小平顶柱体的体积加起来便得曲顶柱体的体积的近似值：
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最后，当分割T的细度
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即：
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（2）、平面薄电的质量

设薄电占有xoy平面上的区域D且在点（x、y）的D外的面密度为P（x，y）>O求该平面薄纯的质量M。

如果P(x，y)为常数p那么该薄电的均匀薄电，质量为p*S。

当p(x，y)不是常数时其求法同（1）相符。

首先，把该薄电划分为n小块
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代替整个薄电的质量。且当
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由（1）、（2）知求由顶柱体的体积，及平面薄片的质量总是通过：1、分割，2、近似求和，3、取极限这三个步骤得到的。这种方式我们在求由边梯形的面积时就遇到过，而现在所不同的是对象为定义在平面区域Ｄ的二元函数，这就是二重积分的实际背景。

[image: image924.wmf]定义：设D是：X0y平面上的有界闭区域，其边界由光滑的连续曲线（一般指D的可求面积），f（x，y）为定义在D上的函数，用光滑的曲线网把D分成n个小区域：
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称之为函数f（x，y）在D上属于分割T的一个积分和。

[image: image925.wmf]如果当‖T‖→0时，该积分和的极限存在，就称此极限值为f（x，y）在区域D上的二重积分，记作：
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其中f（x，y）称为被积函数，
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称为积分表达式，
[image: image765.wmf]s
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称为面积元素，x，y称为积分变量，D称为积分区域。

【注】[image: image926.wmf]：1由定义知，若f（x，y）在D上可积，应对于任何分割T，及任意的点（
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上面的极限都存在，为此，我们特别地选用平行于坐标轴的直线网来分割D，则每一个小区域
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以后在讲重积分计算基本上都采用后一种形式。

2、并非任一函数f（x，y）在区域D上的积分都存在，如
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在[0，1；0，1]上的重积分不存在，但当f（x，y）连续时，其二重积分
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存在，故以面在不加说明的情况下，总认为f（x，y）在D上的重积分是存在的。
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3、如果f（x，y）≥0，
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在几何上就表示曲顶柱体的体积，当f（x，y）=1，　
[image: image776.wmf]òò

D

d

y

x

f

s

)

,

(

的值就等于积分区域D的面积。如果f（x，y）≤0，柱体就在X0y平面的下方，这时，二重积分的绝对值仍为柱体的体积但值为负的。如果f（x，y）在D上的某n个子区域上是正的，而在其它地方是负的，这时的二重积分的值是下面的性质3。

二、二重积分的性质

[image: image929.wmf]性质1、被积函数的常数因子可提到二重积分号的外面：
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 （K为常数）

性质2、函数的和（差）的二重积分等于各函数的二重积分的和（差）。
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性质3、若
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性质4、当f（x，y）=1时，
[image: image781.wmf]的面积
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性质6、
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性质7、若在D上有：m≤f（x，y）≤M，则有
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[image: image931.wmf]（
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特别地，当M，m分别为f（x，y）在D上的最大，小值时，上式亦成立。

性质8、（二重积分的中值定理）若f（x，y）在不可少闭区域D上连续，则存在
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§8.9  二重积分的计算法
一、内容要点

利用直角坐标计算二重积分
1、从几何入手，利用计算“平行截面面积为已知的立体的体积”方法，将二重分化为二次积分：

①若D为X—型区域：
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②若D为Y—型区域：
[image: image791.wmf]{
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③若D既非X—型，又非Y—型区域，则将D划分为若干子区域，使每一个子区域为X—型或Y—型。

2、介绍“对称性”在二重积分计算中的应用。

例1化二重积分为二次积分并求值，通过例子说明确定积分限的方法。

例2更换积分次序并计算，通过该例说明选择积分次序的重要性。

例3关于利用对称性计算二重积分的例子。

例4被积函数为绝对值函数、符号函数，取最大值或最小值等函数的例子。

利用极坐标计算二重积分

1、介绍极坐标下二重积分的换元公式。

2、何时选用极坐标进行计算，一般说来，当积分域D的边界曲线用极坐标方程表示比较简单或被积函数用极坐标表示比较简单，可考虑用积坐标计算。

3、确定积分上下限的办法。

例1将直角坐标系下的二次积分化为极坐标系下的二次积分

例2利用二重积分计算概率积分  
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例3将极坐标系下的二次积分化为直角坐标系下的二次积分

例4利用极坐标计算二重积分

二、教学要求和注意点

1、掌握二重积分（直角坐标、极坐标）的计算方法
2、将重积分化为累次积分计算时，积分限的确定要保持每个单积分的下限小于上限，因此在交换二次积分次序时应注意符号问题。

3、在二重积分的计算时应尽量利用区域和被积函数的对称性以简化计算。

一、二重积分的计算（X—型区域，Y—型区域）

定理1：设f（x，y）在矩形区域[a，b；c，d]上可积，且对
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积分：
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本定理1这里就不证了，可从几何意义来说明：（1）体积、（2）质量。

定理2：设f（x，y）在矩形区域[a，b；c，d]上可积，且对g∈[c，d]，积分
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[image: image934.wmf]也存在。且有：


[image: image801.wmf]ò

ò

=

ò

ò

d

c

b

a

D

dx

y

x

f

dy

dxdy

y

x

f

)

,

(

)

,

(

[image: image935.wmf]
[image: image936.wmf]特别地，当f（x，y）在[a，b；c，d]上连续，则有
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这时，也记
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[例1]：计算
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然而，
[image: image810.wmf]s

d

y

x

f

D

)

,

(

ò

ò

中的区域D一般来讲不是矩形区域，但是，对于一般的区域，通常可分解为下两类区域来计算：

若D可表示为D={（x，y）；
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（y），c≤y≤d}则称之为Y一型区域。

X一型区域的特点是：垂直于X轴的直线X=X0（a＜x＜b＝与D的边界至多只有两个交点，Y一型区域也有类似的特点。

许多常见的区域都可分解为有限个除边界外无公共内点的X一型区域可y型区域，如果解决了X一型区域与Y一型区域上的二重积分的计算法，那么一般区域上的二重积分也就可以计算了。

定理3：若
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定理4：若
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【注】[image: image939.wmf]：定理3-4可从定理1，2，也可从几何意义来说明。

[2例]计算
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其中D为y=x与y=x2所围区域

解：D可表示为X一型区域：

D={（x，y），0≤x≤1，x2≤y≤x}
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解法2，D可表示为Y一型区域：
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[例3]求曲线y=x，y=x2与x2+y2=1在第一象限所围区域的面积。

解：y=x与x2+y2=1在第一象限里的交点为
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y=x2与x2+y2=1在第一象限里的交点为
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二、如何选取积分公式

（1）、当先对x或y积分难易程度相当时，原则：根据积分区域D图形来选择。

【例】：
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  解：1、
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（2）、当先x积分与先对y积分难易差别较大，尤其是对某个变量积分无法积分时，选择先积分简单的公式。

【例】：
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  D：x=0,y=1以及y=1围成。

解：本题显然先y后x积分无法得出结果。

所以先对x后对y积分。
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[最后一步采用分部积分，将一个y提到d后面。令
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（3）、交换积分次序

【例】：交换积分次序。
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解：其实在本题中原题给出的积分是无法求得的。

  所以要交换积分次序，这在以后的习题和应用中也同样会有这样的问题。

画图可知区域可由积分上下限决定：
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 利用极坐标计算二重积分

当积分区域是园域或为园域的总部分，或者被积函数的形式为
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除去一个更高级的无量小量不计，有
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由此，我们长话短说，面积元素，
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（其详细证明可参见课要P99或其它参考书，当然证明的方法是多种多样的）
[image: image870.wmf]rdr

d

q

称为极坐标系中的面积元素，从而：


[image: image871.wmf]q

q

q

s

rdrd

r

r

f

d

y

x

f

D

D

)

sin

cos

(

)

,

(

ò

ò

=

ò

ò


其中，
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若不考虑
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眼下的问题是，如何用
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注：对于θ一型区域，致虑两种特殊情况：（1）如果D是曲边扇形，则有
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同前面的一样，一般的区域都可分解为若干个θ一型及r一型区域，这些我们从例题中反映出来。

[例1]求积分 
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解：D经过极坐标变换后为
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[例2]求球面x2+y2+z2=R2与圆柱面x2+y2=Rx所围的休积

[image: image944.wmf]解：我们只要求出第一象限内的部分，尔后来4即得，而在第一象限内的立体是以
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所围体积为
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[例3]把
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[例4]求（x2+y2）=2（x2-y2），（x2+y2≥1）的面积。

解：在此之前，我们先求一下求面积的公式：
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现在求[例4]的面积，令
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该曲线如图，由x2+y2=1，r=1，至此使本[例4]所求面积为r2= 2cox2θ所围的面积中r≥1的部分，根据对称性，只要求出在第一象限的部分，然后乘以4即可。

先求r2= 2cox2θ与r=1的交点，不难使交点为
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[image: image946.wmf]所以所求面积：
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同理
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