第四章：不定积分
一、本章的教学目标及基本要求
1、理解原函数与不定积分概念及其相互关系；知道不定积分的主要性质；弄清不定积分与求导数的关系，即求导与不定积分互为逆运算；已知曲线在一点的切线斜率，会求该曲线的方程。

2、熟记基本积分公式；能熟练地利用基本积分公式及积分的性质，第一换元积分法和分部积分法计算不定积分；掌握第二换元积分法。对于复合函数求不定积分一般用第一换元积分法（凑微分法），记住常见的凑微分形式。
3、掌握化有理函数为部分分式的方法，并会计算较简单的有理分式函数的积分、三角有理式的积分、无理式的积分。

二、本章教学内容的重点和难点
1、重点：不定积分和定积分的概念及性质，不定积分的基本公式，不定积分、定积分的换元法与分部积分法；

2、难点：不定积分和定积分的概念及性质，凑微分法，有理分式函数的积分、三角有理式的积分、无理式的积分。
三、本章内容的深化和拓广
    1、了解不定积分在现代数学发展史上的重要意义；

2、初步了解不定积分的实际意义，为后面定积分的学习及定积分的应用做好一定的铺垫；

3、简介不定积分在建立数学模型中的重要意义。

四、本章教学方式及教学过程中应注意的问题

1、以讲课方式为主，留一个课时的时间讲解习题中的难点和容易犯错误的地方；

2、教学中应注意教材前后内容之间的联系，突出重点和难点；

3、本章主要以计算题为主，要强调本章内容本今后学习的重要性，鼓励学生细致、耐心地完成作业，防止学生只抄教材后的答案。

§4.1 不定积分的概念与性质

一、内容要点
1、原函数与不定积分的概念

2、不定积分的性质

二、教学要求和注意点

教学要求：理解原函数与不定积分概念及其相互关系；知道不定积分的主要性质；弄清不定积分与求导数的关系，即求导与不定积分互为逆运算。
注意点：

1、原函数与不定积分的概念：

由导数及导数的意义引入原函数的概念；

解释不定积分的几何意义；

强调原函数和不定积分的特性，并举例说明；

由基本积分表说明基本积分方法；

2、不定积分的性质：

说明不定积分的性质对不定积分计算的重要性；

列出不定积分的性质并给与证明，证明过程中有意识地加深学生对不定积分概念更深入的理解；

一、 原函数与不定积分的概念
定义1 如果在区间
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上，可导函数的导函数为[image: image2.png]


，即对任一[image: image3.png]


，都有
[image: image4.png]


或[image: image5.png]


， 
那末函数[image: image6.png]


就称为[image: image7.png]


（或[image: image8.png]


）在区间[image: image9.png]


上的原函数。
例如，x^2是2x的原函数，lnx是1/x的原函数因，[image: image10.png]


，故[image: image11.png]


是[image: image12.png]


的原函数。

注：1由此定义上问题是：已知f(x),如何去求原函数
2．那一个函数具备何种条件，才能保证它的原函数一定存在呢？若存在是否唯一
定理1：若f(x)在I上连续，则f(x)在I上一定有原函数。

注意：并不是任意在I上有定义的函数都有原函数，反例
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定理2：设f(x)在区间I上有原函数，且F(x)是其中一个原函数，则

1． f(x)的任意两个原函数相差一个常数

2． F(x)+C也是f(x)的原函数

定义2 在区间[image: image14.png]


上，函数[image: image15.png]


的带有任意常数项的原函数称为[image: image16.png]


（或[image: image17.png]


）在区间[image: image18.png]


上的不定积分，记作
[image: image19.png]


。
其中记号[image: image20.png]


称为积分号，[image: image21.png]


称为被积函数，[image: image22.png]


称为被积表达式，[image: image23.png]


称为积分变量。
由此定义及前面的说明可知，如果[image: image24.png]


是[image: image25.png]


在区间[image: image26.png]


上的一个原函数，那么[image: image27.png]


就是[image: image28.png]f(x)



的不定积分，即
[image: image29.png]


。
因而不定积分[image: image30.png]


可以表示[image: image31.png]


的任意一个原函数。
第一，如果有[image: image32.png]


，那么，对任意常数C，显然也有[image: image33.png]


，即如果[image: image34.png]


是[image: image35.png]


的原函数，那[image: image36.png]
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也是[image: image38.png]


的原函数。 
第二，当[image: image39.png]


为任意常数时，表达式
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就可以表示[image: image41.png]


的任意一个原函数。也就是说，[image: image42.png]


的全体原函数所组成的集合，就是函数族
[image: image43.png]


。
例 1 求[image: image44.png]


.
解 由于[image: image45.png]


=[image: image46.png]


，所以[image: image47.png]


是[image: image48.png]


的一个原函数。因此
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.
例 2 求[image: image52.png]


.
解 当[image: image53.png]


时,由于[image: image54.png]
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,所以[image: image56.png]
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内的一个原函数。因此，在[image: image59.png]


内，
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当[image: image61.png]


时，由于[image: image62.png]
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，由上同理，在[image: image65.png]


内，
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将结果合并起来，可写作
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例3、
已知
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例4、
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例5、在下列等式中，正确的结果是   C   
    A、
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二、基本积分表

由于积分是微分的逆运算，因此可以有微分基本表导出积分表。见课本积分表。

三不定积分的性质

根据不定积分的定义，可以推得它的如下两个性质：
性质1 函数的和的不定积分等于各个函数的不定积分的和，即
[image: image83.png]


.

注意：差的积分等于积分的差
性质2 求不定积分时,被积函数中不为零的常数因子可以提到积分号外面来,即
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([image: image85.png]


是常数,[image: image86.png]


).
例 1 求[image: image87.png]


.
解 [image: image88.png]
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例2．
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例3
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例4
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§4.2 换元积分法

一、内容要点

举较多的例以说明利用换元积分法求不定积分的基本方法

1、教材上的例1-例3，讲解时充分强调第一换元积分法“凑微分”的基本方法，强调熟悉一些简单函数的微分的重要性；

2、 材上的例4-例11，讲解时充分强调第一换元积分法应结合被积函数的代数恒等变形等手段

求不定积分；

3、教材上的例12-例20，讲解时强调要充分利用三角函数的代数特性及微分特性求不定积分；万能变换的应用及其与三角函数恒等变形方法之间的关系。
二、教学要求和注意点

教学要求：
了解第一换元积分法的意义及证明方法；掌握第一换元积分法求不定积分的基本方法和步骤；熟悉一些常见简单函数的微分。了解第二换元积分法的意义及证明方法；掌握第二换元积分法求不定积分的基本方法和步骤；强调第二换元发与第一换元法之间的区别，了解第二换元积分法适用的函数类型。
教学注意点：

1、由不定积分的意义引入换元积分法的公式；

2、由不定积分的意义证明第一换元公式的正确性；

3、讲解利用第一换元法求不定积分的基本方法和步骤

4、由不定积分的意义引入第二换元积分法的公式；

5、由不定积分的意义证明第二换元公式的正确性；

6、讲解利用第二换元法求不定积分的基本方法和步骤，④强调换元函数的可逆性。

7、例题：举例以说明利用第二换元积分法求不定积分的基本方法

8、教材上的例21-例24，说明第二换元法的基本方法和适应的函数；

9、介绍二次多项式的平方根
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的积分方法
利用基本积分表与积分的性质,所能计算的不定积分是非常有限的.因此,有必要进一步来研究不定积分的求法.把复合函数的微分法反过来求不定积分,利用中间变量的代换,得到复合函数的积分法,称为换元积分法,简称换元法.
换元法通常分成两类.
1、 第一类换元法 
设f(u)具有原函数F(u)，即
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令u =φ(x)，其中φ(x)是可导的，则F(u)=F(φ(x))显然是复合函数，又由于：
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这说明
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定理1 设f(u)具有原函数F(u), u =φ(x)可导, 则有换元公式:
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注意：1.
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2. F(u)是f(u)的原函数是针对积分变量u而言的，
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3. 运用第一类积分换元法关键在于设法将被积函数凑成
[image: image110.wmf])

(

)]

(

[

x

x

f

f

f

¢

的形式，在令
[image: image111.wmf])

(

x

u

f

=

变成不定积分
[image: image112.wmf]ò

du

u

f

)

(

进行计算，最后用
[image: image113.wmf])

(

x

u

f

=

进行回代。

4. 在
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例1 求∫2cos2xdx.
解 作变换u=2x,便有
∫2cos2xdx =∫cos2x·2dx =∫cos2x·(2x)' dx =∫cos u du = sin u+C,
再以u=2x代入,即得
∫2cos2xdx =sin 2x+C.
例2 求∫tan x dx.
解 ∫tan x dx =∫sin x /cos x dx.
因为 -sin x dx = d cos x,所以如果设u=cos x,那么du=-sin xdx,即 -du=sin xdx,因此
[image: image117.png]


.
类似地可得∫cot x dx =ln|sin x|+C.
在对变量代换比较熟练以后,就不一定写出中间变量u.
例3 求∫ch(x/a) dx.
解 [image: image118.png]


.
例4 求[image: image119.png]


 (a>0).
解 [image: image120.png]


.
下面的一些求积分的例子,它们的被积函数中含有三角函数,在计算这种积分的过程中,往往要用到一些三角恒等式.
例5 求∫sin3 x dx.
解 ∫sin3x dx =∫sin2x sinx dx=-∫(1-cos2x)d(cosx)
=-∫d(cosx)+∫cos2xd(cosx)
=-cosx+(1/3)cos3x+C.
例6 求∫cos2 x dx.
解 [image: image121.png]
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附加：

1、
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6、
[image: image128.wmf]ò

ò

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

c

a

x

tan

arc

a

1

a

x

d

a

x

1

1

a

1

dx

x

a

1

2

2

2


利用定理1来求不定积分,一般却比利用复合函数的求导法则求函数的导数要来的困难,因为其中需要一定的技巧,而且如何适当的选择变量代换u=φ(x)没有一般途径可循,因此要掌握换元法,除了熟悉一些典型的例子外,还要做较多的练习才行.
二、第二类换元法

第二类换元法从 形式上看与第一类换元法恰好相反，它是将不定积分
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定理2 设
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例1 求[image: image148.png]


 (a>0)
解 求这个积分的困难在于有根式[image: image149.png]


,但我们可以利用三角公式sin2t+cos2t=1来化去根式.
设x=asint,-π/2<t<π/2,那么[image: image150.png]


,于是根式化为了三角式,所求积分化为.
利用例6的结果得
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.
由于x=asint,-π/2<t<π/2,所以
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,
于是所求积分为
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.
具体解题时要分析被积函数的具体情况,选取尽可能简捷的代换.
注意 检验积分结果是否正确,只要对结果求导,看它的导数是否等于被积函数，相等时结果是正确的，否则结果是错误的。
常用变量代换
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（2）被积函数中含一般根式
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例6、
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§4.3分部积分法

一、内容要点

1、分部积分法：

由不定积分的意义引入不定积分的分部积分公式；

教材上的例1-例7，说明分部积分法的基本方法及其特性；

教材上的例8-例10，说明应注意分部积分法应与其它的方法结合使用。

2、有理式的积分：

有理式分解的最后形式和分解方法；

有理式分解后每一部分的积分法；

例：分解
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二、教学要求和注意点

教学要求：了解分部积分法的意义及证明方法；掌握分布积分法的基本步骤和适应函数；了解有理式积分的基本思想及有理式分解的基础

这是一个新的积分方法，设u(x),v(x)具有连续导数，则有
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注意：使用分部积分的关键是如何选取u和v
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例3、
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例4、
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例5、
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例7、
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例8、
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例10、
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注意：

1一般而言分部积分法和换元法同时使用会有更好的效果。

2分部积分常适用于下列积分
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§4．4几种特殊类型的函数积分举例

一、内容要点
1、有理函数的积分：

例1-例4，说明有理函数积分的基本方法和步骤；

三角有理似的积分，说明三角有理式的积分可通过万能变换化为有理式的积分，用教材上的例5说明；

无理式的积分，用例6-例9说明一次无理式和二次无理式可通过适当的变换化为有理式的积分，并总结变换式的规律；

2、归纳不定积分的积分方法和应注意的地方
二、教学要求和注意点
掌握有理函数积分的基本方法；归纳不定积分的积分方法和应注意的地方
一有理函数的积分举例

   有理函数是指形如
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，当n<m是真分式，当
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时是假分式，但总可以通过多项式除法写成一个多项式与一个真分式的和，因此问题就集中在解决真分式的积分问题。

定理1：任何实多项式都可以分解成为一次因式与二次因式的乘积。

定理2：有理函数的分解
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部分分式：
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 其中：
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方法：分式→真分式→部分分式

例：  1)  
[image: image239.wmf]ò

+

-

+

dx

x

x

x

6

5

3

2


解：
[image: image240.wmf]3

2

6

5

3

2

-

+

-

=

+

-

+

x

B

x

A

x

x

x

用待定系数法：A=-5,B=6

则：
[image: image241.wmf]ò

+

-

+

dx

x

x

x

6

5

3

2

=
[image: image242.wmf]ò

+

-

+

-

-

=

-

+

-

-

C

x

x

dx

x

x

|

3

|

ln

6

|

2

|

ln

5

)

3

6

2

5

(


     2)
[image: image243.wmf]ò

-

-

+

dx

12

x

x

1

x

2


解：  
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备用习题：
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二、 三角有理式积分
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三角函数的有理式是指三角函数经过有限次四则运算所构成的函数求这类函数的积分是可以通过如下变换计算：
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解：
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注意：一般而言，万能公式具有通用性，但不一定是最简单的。

三、简单无理函数积分举例
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备用题：
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