第三章 刚体力学  
     本章介绍刚体运动状态的描述（§3.1-§3.2）以及刚体受力与运动状态的关系（§3.3-§3.10）。其内容包括：刚体运动学、刚体静力学和刚体动力学，重点掌握刚体运动学和刚体动力学。刚体是指在任何情况下形状、大小都不发生变化的力学体系，它是一种理想物理模型，只要一个物体中任意两点的距离不因受力而改变，它就可以
称为刚体。
§3.1 刚体运动的分析
一、 描述刚体位置的独立变量
  刚体的特性是任意两点距离不因受力而变。这种特性决定了确定刚体的位置并不需要许多变量，而只要少数变量就行。
  能完全确定刚体位置的，彼此独立的变量个数叫刚体的自由度。
二、 刚体运动的分类及其自由度
  1、  平动：自由度3，可用其中任一点的坐标x、y、z描述；
  2、  定轴转动：自由度1，用对轴的转角φ描述；
  3、  平面平行运动：自由度3，用基点的坐标(xo,yo)及其对垂直平面过基点的轴的转角φ描述。
  4、  定点转动：自由度3，用描述轴的方向的θ，ψ角和轴线的转角ψ描述。
  5、  一 般运动：自由度6，用描述质心位置的坐标(xc,yc,zc)和通过的定点的轴的三个角（θ,φ,ψ）描述。
§3.2  角速度矢量
  本节重点是：掌握角位移矢量 
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、角速度矢量 及其与刚体中任一点的线位移 [image: image2.png]


、线速度 [image: image3.png]


的相互关系。理解有限转动时角位移不是矢量，只有无限小角位移才是矢量。
[image: image129.png]


一、 有限转动与无限小转动
 1、有限转动不是矢量，不满足对易律 [image: image4.png]A+B=B+4




  2、无限小转动是矢量，它满足矢量对易律。
  ① 线位移△r与无限小角位移△n的关系
  设转轴OM，有矢量△n，其大小等于很小的转角Δθ，方向沿转轴方向，转轴的方向与刚体转动方向成右手螺旋,则△n称为角位移矢量。由图3.2.1很容易求得
            [image: image5.png]


 
  即线位移△r=角位移△n与位矢r的矢量积。
  ②  角位移和△n满足矢量对易律
   利用两次位移的可交换性，可证得
          [image: image6.png]M+’ =M+ A



 
  该式表明：微小转动的合成遵循平行四边形加法的对易律，从而无限小角位移△n是一个矢量。
二、角速度矢量
  1、角速度矢量的定义
   角速度矢量ω的定义为 [image: image7.png]o=l - &
[ v




  角速度ω描述了转动快慢和转动方向，转动方向与转轴方向（即ω的方向）成右手螺旋法则。它是描述刚体整体特征的量。
  2、 刚体内任一点C位置矢量为r）的线速度v与角速度ω关系为
          [image: image8.png]


 
三、 线加速度a与角加速度β
  角加速度矢量β的定义为[image: image9.png]Aw _dw
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  一般地讲，只有定轴转动，β才与ω的方向相同或相反。
  任意一点（位矢r）的加速度a为
§3.3 欧勒角
描述刚体定点转动时，轴在空间的取向和绕这轴线的转角的三个独立变化的三个角度叫欧勒角。
  本节目的是：掌握欧勒角是如何确定的以及欧勒运动学方程。
 一、 欧勒角的选取
  如下图，有定坐标系oξηζ和动坐标系oxyz，其中动系oxyz固定在刚体上并随刚体一起绕定点o转动，开始时两坐标系重合。
  显然，θ、 φ 、ψ就是我们确定的欧勒角，运动范围为0≤θ≤π，0≤ φ ≤2π，0≤ψ≤2π，其中，θ叫章动角，描述z轴上下颠动；φ叫进动角，描述z轴绕oζ轴的转动；ψ叫自动角，描述绕自身轴的转动。
二、 欧勒运动学方程
  用欧勒角及其对时间的导数 [image: image10.png]


来表示角速度矢量ω在动系oxyz上的分量表示的等式叫欧勒运动学方程。具体是
      [image: image11.png]sin Fsin g+ Foos g
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  欧勒角及其运动学方程主要应用于定点转动问题。
§3.4 刚体运动方程与平衡方程
本节应重点掌握：1、力系简化所依据的原理和将力系简化的步骤；2、刚体运动的微分方程；3、刚体平衡方程及其应用。
一、 力系的简化
  1、  力的可传性原理
  实践证明：力可沿它的作用线向前或向后移动，而刚体运动状态不因力沿力的作用线前后移动而变,亦即作用在刚体上的力产生的力学效果，仅由力的量值与作用线的地位与方向决定，而与力的作用点无关。这一结论叫力的可传性原理.
  2、 平衡力不改变刚体运动状态的原理
  实践证明：刚体上施以一平衡力（等大反向且作用在同一直线上），刚体的运动状态不变。
  3、 力系的简化
  依据上述1、2两条原理可以进行力系的简化。
  （1）、共点力系的简化：采用平行四边形法则，简化为一个力。
  （2）、共面非平行力的简化：利用力的可传性原理，将两力沿力的作用线滑移汇集于一点，再用平行四边形法则简化为一合力（见图[image: image130.png]


3.4.1）
（3）、平行力的简化：若 [image: image14.png]


，按如图3.4.2规则简化为一力矩， [image: image131.png]


[image: image15.png]


  由此确定力的作用点。
等大反向的一对平行力（不在同一直线上）组成一力偶矩
（4）、空间力系的简化步骤为:
  ①确定力的简化中心，将力 [image: image16.png]


依次平移至力的作用点，然后按平行四边形矢量合成,即 [image: image17.png]


（称F为主矢）。
  ②在简化中心处依次画出力 [image: image18.png]


相应的力矩[image: image19.png]


 ，再由矢量合成平行四边形法则，得到合力力矩,即[image: image20.png]


（称M为主矩）。
  这样就将力系简化为一主矩和主矢。（通常取质心为简化中心）
[image: image132.png]


  [例]如图3.4.3,将力系 [image: image21.png]


与 [image: image22.png]


简化为主矢F和主矩M
  简化步骤：选取O为简化中心，则
  ① [image: image23.png]


， [image: image24.png]


平移至O，再将 [image: image25.png]


，[image: image26.png]


 合成得主矢 [image: image27.png]F=F+F,




  ②在O点作 [image: image28.png]


的力矩[image: image29.png]


，作 [image: image30.png]


的力矩[image: image31.png]


 
再将[image: image32.png]


 ， [image: image33.png]


合成，得到主矩 [image: image34.png]



  总之，作用于刚体上的任意力系均可简化为一主矢[image: image35.png]


和主矩[image: image36.png]


 
二、 刚体的运动微分方程
刚体是距离不变的质点组，由刚体的质心运动定理,有
                   [image: image37.png]SEY-F



               （1）
同样，由相对质心的角动量（动量矩）定理，有

                                             [image: image38.png]ar_
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                                 （2）
  （1）、（2）两式即为刚体运动的基本方程。
  此外，还有刚体运动的动能定理（刚体中各点之间距离不变，内力作功为零）:刚体动能的微分等于各外力所作元功之和，即
           [image: image39.png]aT = iF,(’) dry
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                        （3）
三、 刚体的平衡方程
 刚体的平衡条件是受的主矢和主矩同时为零，若主矢F=0，而主矩M≠0，则刚体有转动；若主矢 F≠0，而主矩M=0，则刚体有平动.刚体的平衡条件为：
                        F=0，M=0         （4）
  应用刚体的平衡条件解题，一般步骤为：
  1 画草图，分析受力，选取坐标系；
  2、 写出F=0的分量形式；
  3、 选取力矩的参数点，对该点取矩，写出M=0分量形式；
  4、 解方程组，求出平衡条件。
§3.5.1 转动惯量(1)
  本节要求：
  1、  掌握刚体转动惯量的概念和对定轴转动的转动惯量的计算；
  2、  掌握回转半径、惯量椭球、平行轴定理、垂直轴定理、惯量主轴、惯量张量等若干概念；
  3、  了解刚体动量矩、动能的计算公式的普遍形式，掌握定轴转动这一特殊情况的具体形式。
  一、 转动惯量
  1、转动惯量的概念：它是描述转动惯性大小的物理量
  ① 对某轴转动惯性的大小用转动惯量I描述，其定义为：I=∑mipi2
  即转动惯量=各质点的质量与该点到转轴距离平方乘积之和。显然，I的单位为kg·m2
  ②对定点的转动惯性的大小，由于转轴的方向不断变化，要用一个张量才能描述。
     [image: image40.png]Tex=lyy =Ty
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     其中Ixx,Iyy,…… 叫惯量系数
  2、转动惯量的计算公式
  对定轴的转动惯量I,由刚体的质量分布和转轴的位置决定。
  已知转轴的位置和刚体的质量分布，求I的计算公式有：
  ① I=∑mipi2 （pi为质点i到轴的距离）；
  ② 对质量连续分布的刚体，I=∫p2dm（ρ为质量元dm到轴之距离）
  3、 回转半径
  设刚体绕轴S的转动惯量为I，若有一质点的质量等于刚体的质量m，它到轴的距离K满足:I=mk2=∫p2dm，则K就称为该刚体绕轴S的回转半径.由定义,有  
             [image: image41.png]k=/1/n



    
  4、  计算转动惯量及回转半径的步骤，例
  一般步骤是：
  ①选取坐标系和质量元dm
  ②由公式I=∫p2dm和m=∫dm求出I以及刚体的总质量m
  ③由I=mk2求出k
  计算的关键是确定dm和ρ
  计算中常用到下列已知结果：
 半径为r的均质球壳绕直径的转动惯量 I=(2/3)mr2 
  半径为r的均质圆盘绕过圆心且垂直圆面的轴的转动惯I=(1/2)mr2 
  [例1]（书P234 3.8题）求质量密度为的非均质圆球绕直径的回转半径K。
 解：取半径为r→r+dr的球壳做作质量元，它的质量dm和对直径的转动惯量dI分别为：
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   dI=(2/3)r2dm
  ∴球体对直径的转动惯量I和总质量m分别为
          [image: image43.png]R 8 75
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          [image: image44.png]m:fdm:47rlonﬁ (%a)



 
   所以回转半径 [image: image45.png]


[image: image46.png]



绕定点转动时转动惯量有一定的空间分布.我们以定点O为原点，在过O的轴ON上取一点Q，使          [image: image47.png]


 ，
  当刚体转动时，轴ON也随刚体绕O点转动而动，按此规则，所得到的Q点的集合将在空间形成一个包围O点的椭球面，曲面包围的是一个椭球，称为惯量椭球,它形象的描述了刚体绕定点O转动的转动惯量的空间分布.
  曲面方程为二次曲面：
  [image: image48.png]L& 41, y* 12 =20 ay =20 5z =20 vz



 
  应注意：
  （1）惯量椭球是形象描述刚体绕定点转动时，转动惯量空间分布而按上述规则所得到的球，它与刚体无共同之处，它不是刚体，即使刚体为椭球,它们也无共同之处（见图3.5.1）
[image: image133.png]B3.5.1





  （2）惯量椭球是在动坐标系中的立体图形。
  2、惯量主轴：
  惯量椭球的主轴叫惯量主轴，一般而言：凡质量密度均匀分布之刚体，其对称轴就为惯量主轴。例如：球体的任一直径就是惯量主轴。若定点O为刚体质心，则惯量椭球叫中心惯量椭球。

§3.6.1  刚体的平动和绕固定轴的转动（１）
  本节重点是掌握刚体绕固定轴转动的运动规律和动力学特征，特别是运动规律及定轴转动的基本定理。
  一、 刚体的平动
  刚体运动时，若刚体中的任一条直线始终保持平行，这种运动叫刚体的平动。
  特点是：各点运动情况相同，自由度为3。
  由于各质点运动情况相同，所以可用一点（常用质心）来描述整体的运动，运动方程为
     [image: image49.png]>F



       （1）
  二、 刚体定轴转动
  1、刚体  定轴转动的特点
  如图（见书p186，图3.6.2）取Z轴作转动轴，刚体定轴转动时有如下特点：
  （1）刚体中任一点都在垂直于转轴的平面内作圆周运动；
  （2）各点的角位移△φ，角速度[image: image50.png]


 ，角加速度 [image: image51.png]


均相同，且方向都在转轴上；
  （3）自由度为1，用转角φ能描述刚体的运动状态。
  2、  刚体定轴转动时，刚体中任意一点的速度和加速度
[image: image134.png]



如图3.6.1，取轴上任一点作原点，刚体中任一点Pi的位置矢量为[image: image52.png]


 ，则速度
        [image: image53.png]


 （2）
  其中：[image: image54.png]


 的方向沿该点圆周切线方向，大小为 [image: image55.png]



  加速度 [image: image56.png]



 其中: 切向加速度 [image: image57.png]@R




  法向加速度[image: image58.png]


 
  特例：匀角加速转动情况（α为常数），则有类似于质点运动学的公式：
角速度[image: image59.png]


 ， [image: image60.png]



  转角 [image: image61.png]1
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  3、  刚体绕定轴转动的几个物理量
    转动惯量 [image: image62.png]


： [image: image63.png]



       角动量[image: image64.png]J=5LK



 ： [image: image65.png]



        动能T：[image: image66.png]


 
      动量P ： [image: image67.png]



    重力势能EP：EP=mgZC  （ZC为质心相对于零势能位置的高度）
  4、  刚体绕定轴转动的基本定理
  （1）、动量矩定理（刚体绕定轴转动的动力学方程）
         [image: image68.png]


或[image: image69.png]


 (α为转动角加速度)
  （2）、质心运动定理
    [image: image70.png]Fonm * 2N



    （ [image: image71.png]


为约束力）
  （3）、动能定理
    dT=dA（刚体动能的增加等于外力作功之和）
§3.6.2  刚体的平动和绕固定轴的转动（2）
  三、 刚体定轴转动问题解答 [例]
  已知作用于刚体的力（外力、约束力等），求刚体定轴转动的运动规律。
  由于约束力未知，因此求解定轴转动问题应将动力学方程与质心运动定理同时求解。
  [例]单摆是一种理想模型，实际物体绕某轴（悬挂点0)的摆动并不严格符合单摆的条件，实际是复摆，如图3.6.2，物体绕过O点的轴，因重力作用而摆动，设刚体对O轴的转动惯量为I0，质心为C，对质心转动惯量IC，OC=a。
[image: image135.png]



（1）       求复摆的周期
  解：刚体只受重力作用，重力对轴O的力矩 [image: image72.png]



  设对O的回转半径为K0，则I0=mK2
  由定轴转动的动力学方程 [image: image73.png]


，有 [image: image74.png]—mgasin &= mK*#




  当摆角θ很小时，sinθ≈θ：可得
  [image: image75.png]m E+ mga =0



 ， [image: image76.png]


 ，令 [image: image77.png]



  得到振动周期 [image: image78.png]T-21f w=





 （2）、求悬点的反作用力R的x，y分量Rx，Ry
  解：由质心运动定理，有 [image: image79.png]=,
mg+ R




  将它投影于ox，oy方向，得到
   [image: image80.png]


， [image: image81.png]mg+R,




（A）
  注意到：xc=asinθ，yc=acosθ
  求导数： [image: image82.png]


， [image: image83.png]. = —acos F&° + acos FF



（B）
   [image: image84.png]


 ，   [image: image85.png].= -acos & - asin &



（C）
  由机械能守恒，有
       [image: image86.png]mga(l-cos ) = =1, & +mga(l - cos &)




 
   求出 [image: image87.png]2mga
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   （D）
   另由（1）的解 [image: image88.png]


（E）
  将（B）、（C）、（D）、（E）一起代入（A），解出
       [image: image89.png]mg
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§3.7.1 刚体的平面平行运动（１）
  本节要求：
  （1）掌握刚体平面平行运动学的处理方法，速度、加速度的计算公式，转动瞬心曲线等概念；
  （2）平面平行运动动力学的主要公式；
  （3）刚体平面平行运动问题的求解方法。

  一、刚体平面平行运动学.
     刚体平面平行运动是指刚体运动时，任何一点始终在平行于某一固定平面内作运动，因此，只须研究任一和固定平面平行的平面运动就行，也就是说，可用一薄片来表示刚体的运动。
  1、  刚体平面平行运动的处理方法和速度、加速度
  刚体平面平行运动可视为在刚体上取一点（称为基点，而且常取质心）的平动和绕基点的转动这两种运动的合成。
  如图3.7.1，选取固定坐标系Oxyz，和动系 [image: image91.png]


，其中动系固定在刚体平面上并随刚体一起运动，原点A（x0，y0）为基点，刚体绕过A（x0，y0)点，且垂直于平面的轴转动（与定轴转动不同，此处转轴不固定，称为能够为瞬时轴），刚体中任一点P在Oxyz系位置矢量 r ，在动系中位置矢量r'，基点对定系的位矢为rA ，满足r=rA+r'（1）
  设刚体绕瞬时轴的转动角速度为[image: image92.png]


 （方向垂直于纸面向外），则
  P点的速度 [image: image93.png]Yy wxr



（2）
  P点的加速度 [image: image94.png]


（3）
  （2）式表明：P点的速度等于基点的速度vA与绕基点的速度ω×r'的矢量和。
  （3）式的等式右边第一项为基点加速度aA，第二项为因转动角速度变化引起的加速度 [image: image95.png]


（称为转动加速度），第三项 [image: image96.png]


叫向心加速度，（3）式表明：刚体中任一点的加速度为基点的加速度、转动加速度、向心加速度的矢量和。
[image: image136.png]




  
二、转动瞬心（简称瞬心）
  1、  转动瞬心的定义和性质
  刚体平面平行运动时，速度为零的点叫瞬心，记为C.转动瞬心的性质是：
  ①瞬心是唯一的，不同时刻有不同的瞬心；
  ②瞬心的速度为零，但它加速度并不为零.否则刚体为定轴转动.
  ③瞬心可以在刚体上、也可以在刚体外。
  ④对瞬心而言，刚体上任一点P的速度 [image: image97.png]


都垂直于瞬心c与该点p的连线CP。
  2、瞬心的确定
  方法一：观察法：凡滚而不滑的刚体与另一物体的接触点就是瞬心。例如：车轮沿地面滚而不滑的沿直线运动，接触点就是瞬心C，轮子运动时，接触点C在地面上留下的轨迹叫定瞬心曲线（或叫空间极迹），而在运动物体（轮子）上留下的轨迹叫动瞬心曲线（或叫本体极迹）（见图3.7.2）。
[image: image137.png]




  方法二：作图法：
  已知刚体中两点A、B的速度VA,VB，则分别自A、B点作垂直于VA,VB 的直线，其交点C即瞬心(如图3.7.3）。
  方法三：数学方法：
  已知ω和基点的位置A(x0，y0）,则可解方程式[书P197的（3．7．6）]求出瞬心在定系中的坐标 [image: image98.png]o= Vaf@y, = yotvale




，或解方程[书P197的( 3．7．7）]求出瞬心在动系中坐标：[image: image99.png]B =V [0,y =V [0




[image: image138.png]



§3.7.2 刚体的平面平行运动（2）
  3、瞬心法求解刚体平面平行运动运动学的一般步骤。
  一般步骤：
  ①求出（或确定)瞬心C；
  ②确定角速度 [image: image100.png]


；
  ③由公式（2）、（3）求出任一点的速度 [image: image101.png]


和加速度 [image: image102.png]


。
  [例1] 半径为R的圆轮沿直线滚而不滑的运动，轮心的速度为 [image: image103.png]


（常量）(见图3.7.4）。
[image: image139.png]




  求：（1）瞬心曲线；（2）角速度；（3）轮心和接触点的加速度；（4）轮上任一点的速度、加速度。
  解：（1）接触点速度为零，故为瞬心，显然，运动时，定瞬心曲线为直线，方程为：yC=0。动瞬心曲线为圆周，方程为rC=R；
  （2）由v0=ω×AC，且ω⊥AC，∴v0=ωAC，∴ω= v0/AC= v0/R=常量（方向垂直纸面向内）
  （3）取轮心A为基点，由 
   [image: image104.png]. N
= aut X -t



 ，轮心加速度 [image: image105.png]


，又ω=常量，
   所以 [image: image106.png]LD e



，
   ∴接触点C的加速度 [image: image107.png]0+0- &’ AC




，大小为 [image: image108.png]


，方向为指向圆心。
  （4）轮缘上任一点P的速度VP和加速度aP，
    [image: image109.png]V=4t OXAPSF vy = v, |0 x AP|= @R



 （方向如图）
   ∴    [image: image110.png]Jo? + (@R) + 2vyaR cosB = 2v, cosg




（方向如图）
             [image: image111.png]. N
= aut X -t



 
    将 [image: image112.png]ay=0"2=0,"=ar



代入得 [image: image113.png]=-a'AP




，大小为 [image: image114.png]


，方向由P点指向A点。

 三、刚体平面平行运动动力学
  1、  刚体平面平行运动的基本定理
  ①     质心运动定理： [image: image115.png]RS

e



；
  ②     对质心的动量矩定理：[image: image116.png]Iz =Ia



 ；
  ③     动能定理： [image: image117.png]dT = AA




  特例：当受的力为保守力时，机械能守恒，有
       [image: image118.png]1 2.1, 4
—mv, +Ipo'+V=F
e+ I



 （常量）
  2、  刚体平面平行运动动力学问题的解答步骤，例：
  已知条件为：作用于刚体的力和初始情况。
  求：刚体的运动规律。
  方法一：解微分方程的方法。
  步骤：①建立坐标系，分析力；②列方程：包括质心运动定理、动量矩定理、约束方程；③解微分方程；④讨论结果。
  方法二：利用机械能守恒定律（只适用于保守力）
  步骤：①建立坐标系；②计算动能T和势能V；③由能量守恒和约束条件求出运动规律。
  [例]见书P202。
  圆柱体半径 [image: image119.png]


、质量m，滚而不滑地下滚（见图3.7.5）。求质心的速度、约束反力N、摩擦力f。
  方法一：用机械能守恒求。
 
[image: image140.png]



 刚体的动能为： [image: image120.png]r=Lms e L
Pl Pl



       （k为回转半径）
    势能为：  [image: image121.png]V=-mgx,sina



 （取静止时的位置为零势能的位置）
约束方程为： [image: image122.png]


 （滚而不滑条件）

由以上三式求得质心加速度为：
 （用此方法求不出N和f）  [image: image123.png]gsina
1+#2/d





  方法二：解微分方程的方法
 由质心运动定理： [image: image124.png]mi, =mg +N+f



（1）
  和对质心的角动量定理： [image: image125.png]MZ IZZB



    （2）

  其中： [image: image126.png]My = fa,I,; =mk*



以及约束方程： [image: image127.png]


（3）
  将（1）投影于x，y方向，解（1）、（2）、（3）求出
     [image: image128.png];. 2 -
gsina mgk?sin

=28 P2 = mgcosa
1+ 82/d? a+ ik &




 
  （附注：分别将圆柱体、球体、球壳、圆盘等的回转半径的值代入上述结果，就可以得到相同质量、相同半径的这几种刚体的相应值，请读者自己具体计算并从中总结出一些规律。）
 §3.8 刚体绕定点的转动：
             本节只作了解。§3.9、§3.10由读者自学。
