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摘要　本文给出了过任意空间C k (k≥3)类光滑曲线的直纹面是可展曲面的充要条件. 同时得

到了该空间曲线为相应直纹面的曲率线, 测地线和渐近曲线的充要条件.
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在文[1 ]中有如下结果:

引理　过给定空间曲线 # 的一族法线构成可展曲面的充要条件是法线上的单位向量e (s)

= N (s) co sΗ(s) + B (s) sinΗ(s)满足: Ηα(s) + Σ(s) = 0, 其中 Σ(s)为 # 的挠率, Η(s)为沿 T (s)的反向

看,N (s)到 e (s)的有向角.

本文首先考虑直母线方向 e (s)为任意的直纹面 2 : X (s, t) = Y(s) + te (s) , 得到了比引理更

为一般的如下结果:

定理 1　过给定C
k (k≥3)类光滑曲线 # : Y= Y(s) (s 为自然参数)的直纹面 2 的方程为:

X (s, t) = Y(s) + te (s)

(e (s) = co sΑ(s) T (s) + co sΒ(s)N (s) + co sΧ(s)B (s) 为直母线方向上的单位向量) , 则 2 为可展

曲面的充要条件是 2 为 # 的切线曲面, 或 2 的直母线方向上的方向余弦满足:

co sΒ(s)
co sΧ(s)

′
- Σ(s) 1+

co sΒ(s)
co sΧ(s)

2

+ ϑ(s) co sΑ(s)
co sΧ(s) = 0. (3 )

证　设 C
k (k≥3) 类光滑曲线 # : Y= Y (s) (s 为自然参数) 上任一点处的 F renet 标架为

{Y(s) , T (s) ,N (s) ,B (s) }, 利用 F renet 公式可得:

eα(s) = (- sinΑ(s)·Αα(s) - ϑ(s) co sΒ(s) ) T (s) + (- sinΒ(s)·Βα(s) + ϑ(s) co sΑ(s)

- Σ(s) co sΧ(s) )N (s) + (- sinΧ(s)·Χα(s) + Σ(s) co sΒ(s) )·B (s).

于是

(Y′(s) , e (s) , eα(s) ) = (T (s)×e (s) )·eα(s) = co sΧ(s) sinΒ(s)·Βα(s) - co sΒ(s) sinΧ(s)·Χα(s)

- Σ(s) (co s2Β(s) + co s2Χ(s) ) - ϑ(s) co sΑ(s) co sΧ(s).

令 (Y′(s) , e (s) , eα(s) ) = 0 知:

若 co sΧ= 0, 即 Χ=
Π
2
时, 有 Σ(s) co s2Β(s) = 0, 得 Σ(s) = 0 或 Β=

Π
2

; 若 co sΧ≠0, 则关系式

(3 )成立. 不难进一步知[ 1 ] , 定理 1 的结论正确.

下面来讨论几种特殊情形.

当直母线位于曲线 # 在各点处的密切平面上时, 此时 co sΧ= 0. 由定理 1 有:

推论 1　当直母线位于曲线 # 在各点处的密切平面上时,

(É ) 若 # 为平面光滑曲线, 则相应的直纹面 2 为可展 (此时 2 就是 # 所在的平面).

(Ê ) 若 # 为空间光滑曲线, 则相应的直纹面 2 为可展的充要条件为 2 是 # 的切线曲面.
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　　当直母线位于曲线 # 在各点处的从切面上时, 此时 co sΒ= 0. 再选取直母线上与B 正向同

侧的方向为 e 的正向. 设 (e, T
∧

) = Η, (0≤Η< Π) , 则 Α= Η, Χ= ± Π
2

- Η . 由定理 1 有:

推论 2　设直母线位于空间光滑曲线 # (非直线)在各点处的从切面上, 则相应的直纹面 2

为可展的充要条件为 2 是 # 的切线平面或满足 tgΗ=
Σ
ϑ , (Η= (T , e

∧

) , 0≤Η< Π).

当直母线位于曲线 # 在各点处的法平面上时, 此时 co sΑ= 0. 再选取直母线上与B 正向同

侧的方向为 e 的正向. 设 (e,N
∧

) = Η (0≤Η< Π) , 则 Β= Η, Χ= ± Π
2

- Η . 由定理 1 有:

推论 3　设直母线位于空间光滑曲线 # 在各点处的法平面上, 则相应的直纹面 2 为可展

的充要条件是 Ηα(s) + Σ(s) = 0.

推论 3 就是本文开始所叙述的引理.

由上述分析, 我们可得出进一步的结果:

定理 2　过空间C
k (k≥3)类光滑曲线 # : Y= Y(s) (s 为自然参数)的直纹面为 2 :

X (s, t) = Y(s) + te (s)

( e (s) = co sΑ(s) T (s) + co sΒ(s)N (s) + co sΧ(s)B (s) 为直母线方向的单位向量) , 则 # 为 2 的曲

率线的充要条件是 2 为 # 的切线曲面, 或 # 是平面曲线, 其中 e (s)为从切面上任一单位向量,

或满足:

co sΧ(s)
co sΒ(s) -

co sΧ(s0)
co sΒ(s0) = tg -∫

s

s0
Σ(s) ds (s0> 0 为任意常数). (3 3 )

证　直纹面 2 上单位法向量 n (s, t) =
X s×X t

ûX s×X tû , 其中X s= T (s) + teα(s) , X t= e (s). 特别地,

沿曲线 # 时, n (s) = n (s, 0) =
T (s)×e (s)

ûT (s)×e (s) û. 由文[1, 2 ]知, # < 2 为曲率线的充要条件是 2 的

法线曲面

2 3 : X
3 (s, t) = Y(s) + t (T (s)×e (s) ) = Y(s) + t (- N (s) co sΧ(s) + B (s) co sΒ(s) )

可展. 而由

(Y′(s) , T (s)×e (s) , (T (s)×e (s) )′) = Σ(s) (co s2Β(s) + co s2Χ(s) ) + co sΒ(s) (co sΧ(s) )′

　- co sΧ(s) (co sΒ(s) )′

= 0

知, 若 co sΒ(s) = 0, 则 Σ(s) co s2Χ(s) = 0; 若 co sΒ(s)≠0, 则

co sΧ(s)
co sΒ(s)

′
+ Σ(s) 1+

co sΧ(s)
co sΒ(s)

2

= 0.

由此可得, 关系式 (3 3 )成立. 定理 2 证毕.

利用上述方法, 还可得到如下结果 (证略) :

定理 3　过空间C
k (k≥3)类光滑曲线 (非直线) # : Y= Y(s) (s 为自然参数)的直纹面为 2 :

X (s, t) = Y(s) + te (s)

(e (s) = co sΑ(s) T (s) + co sΒ(s)N (s) + co sΧ(s)B (s)为直母线方向的单位向量) , 则

(É ) # < 2 为渐近曲线的充要条件是 e (s)位于 # : Y= Y(s)上每点处的密切平面上.

(Ê ) # < 2 为测地线的充要条件是 e (s)位于 # : Y= Y(s)上每点处的从切平面上.
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Abstract　 In th is paper, w e estab lish a necessary and sufficien t condit ion fo r a constructed ru led su rface

con tain ing a p rescribed smoo th space cu rve of C k2class (k≥3) to be developab le su rface. A nd also w e get a

series of necessary and sufficien t condit ions of the space cu rve to be a line of cu rvatu re, geodesics, and

asymp to tic line of co rresponding ru led su rface.

Key words　developab le su rface, line of cu rvatu re, geodesic, asymp to tic line.
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