
微分几何的曲线论教学中应注意的几个问题
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! "#在微分几何的曲线论教学中应注意强调或补充!应将曲线 !"!#$%"&’$’( 视为函数而不是象的集合#微分
几何中的曲线与数学分析$解析几何中的曲线的联系#曲线的自然参数表示#独立的不变量 )$*$! +
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曲线论是微分几何研究的主要对象之一$ 本
文根据教科书%#&结合近几年来的教学实际" 认为在
教学中应强调或补充以下几个问题%

#’’应将曲线 ()(*+," -.+./’视为函数而不是
象的集合%0&

关于曲线的概念%#&中是这样说的% 如果一个
开的直线段到三维欧氏空间内建立的对应 是一一

的" 双方连续的在上映射 ! 这种映射称为拓扑映
射或同胚&" 则我们把三维欧氏空间中的映射的象
称为简单曲线段$
基于此" 加之%#&没有给出更多地说明" 因而

不少初学者认为曲线是象的集合" 其实不然$
例 #1# 曲线 (#’2+,)3+4$4$5" (0’2+,)3+64$4$5" 7 89

+:;< 的象都是 = 轴" 显然它们都是简单曲线"

但它们的长度 >#)
+

$!?+)+’ >0)
+

$!6+0?+)+6’ 2+!$,’"

>#!>0" 因而它们不是同一曲线$
可见" 我们应将曲线视为向量函数" 即具有

直观和抽象的两种属性" 而不应看成象的集合$
这样做" 我们就可以将曲线视为一个质点在空间
中运动" 即一个时空函数" ()(2+," 而不同的运动
可以留下相同的轨迹$
定义 如果曲线的参数表达式

()(2+,’’’’’-@+A/’’
中的函数是一阶连续可微的函数" 且具有 (B2+,!$’’’’’
2-C+D/,’’" 则称此曲线是正则曲线$
例 #10 曲线 (#2+,)3+" $" $5’" (02+,)3+6;#" $"

$5’" +"27 E" ;F,’的象都是 =轴" 且都是简单曲

线$ 但因 (#B2+,)3#" $" $5" (0B2+,)36+0" $" $5’" 所以
(#2+,’是正则曲线" 而 (02+,’不是正则曲线$ 这也表明
把曲线视为函数而不是象的集合$
由此还可看到" 三维欧氏空间内同一点集可以

表示为不同的参数曲线$

0’’微分几何中的曲线与数学分析’ 解析几何
中的曲线的联系

在数学分析’ 解析几何中所接触到的曲线" 有
的本身是参数曲线 ! 即方程是参数方程 =)=2+,’"
G)G2+," H)H2+," -.+./’& 1’要么总可以进行适当的局
部参数化$
例 01# 函数 27 #.=.#,在平面直角坐标系 =IG

下表示以原点为圆心的上半开单位圆周$ 若半开单

位圆周用向量参数表示 " 可写为 (’J3+4 #;+
0" 5"

+"27 #4#,’( 也可写成 ()3KI>L" >MNO5P4Q"2$4R,1
例 010 在直角坐标系下" 圆柱面 与球面 的交

线的上半叶写成向量参数表示为%

()3 #0 ;
#
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" #
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#
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强调并补充这点可使学生联系以前学过的有关

曲线的知识" 而且感觉到参数曲线并不陌生" 进而
加强对参数曲线的理解$

6’’曲线的自然参数表示

曲线 ()(2+,’" -.+./的自然参数表示 ()(2>,’" 其
切向量是单位向量" 便于理论研究" 在简化计算的
同时" 能突出所讨论对象的几何意义$ 但值得注意
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的是应告诉学生! 实际上要作出有些曲线的弧长
是有困难的"

其一是#有些曲线的弧长 !"!#$%"
$

&! ’(#$% )$*可能

不是初等函数$
例 +,-****’"./!01$234!$2&*5%$!#&%/6 %*%’(#$%"./347

!$27 !01$2&5*%!#$%"
$

&! 834!/$9!01/$" )$*不能积出$

其二是%即使 !"!#$%*能求出%但它的反函数有可
能求不出$

例 +,/ ’".$2 $
/

/ 2&5*
%7 :;$<9=%’(#$%*".-2$2&5%

则

!#$%"
$

&! -9$/" )$*" -/ >$ -9$/" 9?1#$9 -9$/" %@

从这个方程%要找出 $"$7 -#!%是极其困难的$
但这些并不重要%问题在于能肯定曲线的弧长

存在就行了$ 这时可向学生介绍正则曲线的弧长一
定存在%即正则曲线存在自然参数表示 %其证明
可略$

8**独立的不变量& 不变形式’ !(A(B

曲线论的基本定理%充分显示了曲线的曲率 A(
挠率 C 的重要性%而且我们知道讨论有关曲线(曲
面的参数变换下的不变形式是微分几何的主要方

法$ 因此在教学中应强调补充 !(A(D 是独立的不
变量$
在曲线 ’"’*#$%的一阶微分邻域内得到弧长 !是

积分不变量%在二阶微分邻域内得到曲率 A 是微分
不变量% 在三阶微分邻域得到挠率 是微分不变量$
即 !(A(E 在参数变换下是不变的%在刚体运动下也
是不变的%教学中可对前者加以简单证明或布置作
业让学生自己完成$

8,-弧长 !在参数变换下是不变的
证明!设 F&(F是正则曲线 ’"’#$%*上两点%其参数

分别为 $&*($%令 !#$%*是曲线从 $&到 $的弧长$ 设参数

变换为 $"$#$G %% )$
)$G "&*

%不妨设 )$
)$G H&,
此时曲线的

方程为 ’*"*’*#$#$G %%2*F&(F*点的参数分别为 $&G *% $G **%令
!G #$G %*为曲线从 $&G到 $G 的弧长$ 则
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故弧长 !只依赖于曲线上点 F&(F的选择而与参数

的选择无关$

8,/曲率 A(挠率I与参数的选择无关
证明!曲线 ’"’*#$%& J+类’ %其参数变换为 $"$#!%

& 这里的 !并不一定是自然参数’ % )$)!"$("&
%不妨

设 $(K&*%此时曲线的方程为 ’"’#*$#!%%"’G #!%%记 ’ 对 $
的导数为) (** %’ 对 !的导数为) +* #则把 ’"’G #!%
的两边对 !求导有
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8,+独立的不变量仅有 !(A(W
也就是说高于三阶的微分邻域内没有新的独立

的不变量出现$
证明!设曲线的方程为 ’"’#!%#JA类- A#8’
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"7 A/Z9A[9A\]" +̂_9‘+a93+b %其中 +̂*2
‘+23+是 A(c及其导数的函数$
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" 8̂m9‘8n938o %其中 8̂*%‘8%38仍是 A(p 及其各阶
导数的函数$

..

’
#q%

" Âr9‘As93At %其中 q̂*%‘q%3q仍是 A(u 及

其各阶导数的函数 ,*故 ’
#q%

中没有新的独立不变量

出现$
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我们认为! 对于有两个" 三个或更多叫法的数学基本概念!

应选择各名称中最能反映其本质特性的一个作为该概念的

核心名称! 同时表示该概念的记号也应该唯一# 有时为了

让读者全面理解该概念! 其他的名字可能也需要介绍! 但

核心名称必须在教科书中出现并应加以强调! 其他名称只

能起辅助的作用$

全国科学技术名词审定委员会已对相当数量的数学名

词进行了审定公布! 但还有更多的数学名词未经审定$ 我

们的建议是! 对于已经公布的数学名词! 教材和专著的作

者应严格遵守采用! 不宜再自行其事! 同时有关的出版部

门也应把好关% 对于尚未审定公布的! 应采用相对比较权

威的用法! 切忌对已有的数学概念再制造新的名称$
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