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摘  要：讨论代数方程、部分一阶常微分方程和一阶拟线性偏微分方程的增解与遗解问题.
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在解代数方程、部分一阶常微分方程和一阶拟线性偏微分方程时，由于方程要进行某些非恒等变形，导致未知函数（变量）的取值范围扩大或缩小，从而产生增解和遗解的问题. 在本文中，通过归纳总结并举例的形式，讨论这些方程的增解与遗解现象，并对其原因进行了分析探讨.

一、 代数方程的增解与遗解的问题

当一个代数方程确定以后, 未知量的取值范围也就确定了. 在方程变形中若新方程的未知量取值范围扩大了就可能引起增解, 反之引起遗解. 方程两边同乘以含有未知量的因式时, 会使原方程产生增解; 方程两边同除以含有未知量的因式时,会使原方程产生遗解. 为此, 当方程两边不得不乘以或除以一个含有未知量的因式时, 就必须验根. 使所乘因式为零的未知量可能为增解, 使所除因式为零的未知量可能为遗解.
熟知代数方程包括整式方程，分式方程和无理方程[6]，下面分别对这几类方程讨论其增解或遗解现象，并分析导致这些现象的原因.

1 整式方程

整式方程分为三类，一元一次方程、一元二次方程和高次方程.我们知道一元一次方程、一元二次方程不存在增解与遗解，而解高次方程的一般指导思想是转化思想，即通过因式分解或换元，把高次方程转化为一元一次或一元二次方程求解. 因此，高此方程也不存在增解与遗解. 进而整式方程不存在增解与遗解.
2 分式方程

解分式方程的一般方法是去分母, 在分式方程两边同时乘以各分式的最简公分母(即两边乘以含未知量的因式)约去分母, 使分式方程转化为整式方程. 因为当最简公分母等于零时, 这种变形不符合方程的同解原理(方程的两边都乘以或除以同一个不等于零的量, 所得方程与原方程同解), 这时得到的整式方程的解不一定是原方程的解. 因此,解分式方程时, 必须将整式方程得到的解代入原方程进行检验. 为了简便, 可把解得的根直接代入最简公分母中检验, 如果最简公分母不等于零,  它就是原方程的根; 如果最简公分母等于, 它就是原方程的增解, 必须舍去.

【例1】  解方程  
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解　　原方程等价于        
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方程两边同乘以最简公分母
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检验，把
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是原方程的根，而
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结论：分式方程只存在遗解问题，而无增解问题.

3 无理方程

解无理方程的一般解法是适当移项, 两边同次乘方; 化去根号最后使无理方理转化为有理方程. 因为两边乘方相当于两边同乘以含有未知量的因式, 故可能使未知量取值范围扩大, 故有产生增解的可能, 所以解无理方程要验根.

【例2】  解方程 
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解　 原方程可变形为
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用十字相乘法, 得
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此方程可化为两个简单方程　
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由方程（1.1）可得
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[image: image23.wmf]36

1

1

=

x

代入原方程,  左边=0, 右边=
[image: image24.wmf]3

8

6

17

6

1

-

=

-

,  左边
[image: image25.wmf]¹

右边；把
[image: image26.wmf]1

2

=

x

代入原方程式, 左边=
[image: image27.wmf]2

9

2

4

-

=

-

, 右边=－2, 左边=右边. 所以，
[image: image28.wmf]x

=1是原方程的根, 
[image: image29.wmf]36

1

=

x

是增解. 

有些无理方程还可用某些特殊方法, 如当经过整理的方程满足
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成立, 从而得到一个较为简单的无理方程求解, 故可能使未知量取值范围缩小, 就可能有遗解产生.
【例3 】 解方程  
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解   由合分比定理, 得
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在原方程中
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形如
[image: image43.wmf])

(

)

(

2

2

x

ag

x

f

=

 
[image: image44.wmf])

0

(

³

a

 的方程的一般解法是, 两边同时开方. 因为两边开方相当于两边同除以含有未知量的因式, 故可能使未知量取值范围缩小, 故有可能产生遗解, 所以解此类方程必须验根.

【例4】  解方程   
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解   原方程两边开方得
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结论：无理方程既存在遗解问题，也存在增解问题.

由于代数方程的主要问题之一是求方程的根, 与此类似, 常微分方程[1]的主要问题之一是求方程的解. 在[2]中，我们知道解常微分方程的最基本最常用的方法是初等积分法, 但是在用初等积分法求常微分方程的解时, 经常要进行乘、除某些因子的变换, 因此可能产生增解或遗解.

初等积分法包括变量可分离方程、齐次方程、一阶线性方程和全微分方程的解法. 

　　

4 一阶微分方程 
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为全微分方程, 即可解, 不存在增解与遗解.

(2)当 
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为全微分方程, 即可解. 一般而论, 当
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时, 原方程会产生遗解.

例11  解方程  
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解　　把方程改写为 
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注: 此题求积分因子的方法在[3]中讲过.

例12  解方程  
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解　　方程两端同乘以积分因子 
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三 一阶拟线性偏微分方程的增解与遗解问题

在[2]中讲到, 从理论上看, 求解一阶线性或拟线性偏微分方程完全等价于求解一阶常微分方程组.

下面我们来看一阶拟线性偏微分方程（限于两个自变量）
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 (6)的求解方法以及它的遗解问题. 为此,我们试求(6)的隐函数形式的解
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外, 方程(6)还可能有其他的解. 因为可能出现: 
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例13  解方程 
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解　　对应的线性齐次方程是

[image: image124.wmf]0

2

)

1

(

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

-

-

+

z

v

y

z

x

z

y

x

z

，

而相应的常微分方程组是
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, 故不能算做它的解.
关于齐次方程
[image: image138.wmf])

(

x

y

g

dx

dy

=

和一阶线性偏微分方程的增解问题，本文还没有涉及研究到，希望老师多给予意见，我将在以后的研究中进一步完善.
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