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摘要：利用矢量，可以把三维欧氏空间的几何结构有系统的代数化，从而使某些初等数学问题更简洁地得以解决。本文就初等数学中常见的几类问题，给出了用矢量法解决的新思路，新途径.
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初等数学中遇到的许多问题，诸如共点、共线、共面问题；证明（求）异面直线（距离）；求轨迹方程；证明初等数学公式；证明不等式；计算角、面积、体积等。用初等方法证明或计算主要是通过运用自身的一些性质定理和判定定理而进行的，而对于每一内容的性质和判别法又有若干，故解决时必然面临如何正确选择和灵活运用这些定理，这就使得这类问题的初等证明（或计算）往往具有难度大、技巧性强、不易掌握等特点；另外，对一些定理、公式的证明往往都要添加较多的辅助线，这样的技术因题而异，变幻莫测，证明常常显得烦琐复杂。而向量的引进将空间结构代数化，从而将这些初等数学问题转化成向量关系式的简单证明或计算。兼之矢量的自由性特点，我们利用矢量的线性运算、矢量的乘法（内积和外积）和矢量的混合积，使得对于这些初等问题的处理别开生面。本文就初等数学中上述问题，给出了用矢量法解决的新思路，新途径。

（一）
证明不等量关系、不等式

几何中的不等量关系遇到较多的是长度、角度的不等量。引进向量后证明长度的不等量可以归结为证明有关线段所对应的向量的模或其平方不等. 即若
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     证明角度关系的不等量时，只要用向量夹角公式
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值得一提的是，证明长度的不等与证明角度的不等可以相互转换，例如，
在已知三角形
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    例2  在
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[注]  上面两题若用综合法证明通常需要添较多的辅助线，因此证法较繁。如例2，常见的是将
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在初等数学中不等式的证明一般用初等法，如比较法，构造函数法等。这些方法通常比较灵活，不易掌握。当引进矢量后，相当一部分不等式的证明将变得简单，易懂。下面就对柯西-施瓦兹(Cauchy-Schwartz)不等式用矢量法给予证明，希望它能起到抛砖引玉之功效。
例3  证明不等式  
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证明：设
[image: image51.wmf]=

a



 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]}

,

,

,

{

2

1

n

a

a

a

×

×

×

，
[image: image53.wmf]=

b



 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]}

,

,

,

{

2

1

n

b

b

b

×

×

×

，因
[image: image55.wmf])

,

(

cos

|

|

|

|

b

a

b

a

b

a

Ð

×

=

×


则显然有
[image: image56.wmf]|

|

|

|

|

|

b

a

b

a

×

£

×

，根据内积的分量运算法则，立即得到


[image: image57.wmf]

 EMBED Unknown  [image: image58.wmf]å

å

å

=

=

=

×

£

×

n

i

i

n

i

i

i

n

i

i

b

a

b

a

1

2

1

2

1

。

    （二）证明位置关系

几何中的位置关系主要包括垂直、平行、共线、共点、共面。用综合法证明就必须从它们自身的判定定理出发，而应用不同的判定定理时会面临不同程度的困难；另外，绝大多数定理的应用都需要添加较多的辅助线，这对初学者来说，很难掌握要害，抓住规律。而引进向量后，这类问题的证明就相对简单明了。

1  垂直

(1)  用矢量法证明两直线垂直，其基本原理是证这两直线的方向矢量的数量积为零，或它们的向量积的模等于这两向量模长的积，即若
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(2)  证明空间直线
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    (3)  证明两平面
[image: image69.wmf]1

p

，
[image: image70.wmf]2

p

垂直，可证这二平面的法向量
[image: image71.wmf]1

n

，
[image: image72.wmf]2

n

垂直.
例4（2000年全国高考题第18题）如图3，已知直平行六面体
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最后等号成立是因为
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(2) 设
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例5 如图4，四棱锥
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2  平行

(1)  证明两线段平行，可证这两线段所对应的方向矢量共线，或证明它们的向量积为零。即若
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(2)  证明空间一条直线(段)平行平面
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证明：（如图5）设
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3  共线

三点共线问题等价于两矢量的共线问题，矢量法解决此类问题的原理及方法可参见2(1).

例7 （第23届IMO）如图6，
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解：如图6，设
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由题设条件，
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三点共线，于是
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故求得
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     例8 （欧拉定理）证明
[image: image190.wmf]ABC

D

的外心
[image: image191.wmf]O

，重心
[image: image192.wmf]G

，垂心
[image: image193.wmf]H

三点共一条直线（欧拉线），且
[image: image194.wmf]2
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证明：（如图7）设以
[image: image195.wmf]ABC

D

的外心
[image: image196.wmf]O

为矢量的起点，则重心
[image: image197.wmf]G

的径矢
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,
延长
[image: image199.wmf]BO

交
[image: image200.wmf]ABC

D

的外接圆于
[image: image201.wmf]D

点，因为

[image: image202.wmf]BC
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，

所以
[image: image203.wmf]AH

DC

//

，同理
[image: image204.wmf]HC
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，故
[image: image205.wmf]ADCH


[image: image538.jpg]A



为平行四边形，即有
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，即
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，从而我们证得外心
[image: image210.wmf]O

，重心
[image: image211.wmf]G

，垂心
[image: image212.wmf]H

三点共一条直线，且
[image: image213.wmf]2
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4 共点

证明三条直线
[image: image214.wmf]3
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共点于
[image: image215.wmf]O

，可从下面三方面着手：

(1) 证明直线
[image: image216.wmf]1

l

上的任意一点和
[image: image217.wmf]3
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,

l

l

的交点
[image: image218.wmf]O

构成的向量与直线
[image: image219.wmf]1

l

上的任意非零向量共线；

(2) 证明这三条直线上各有一点，它们对于某一固定点有相同的向径；

(3) 将问题转化为三点共线来证；即在三条直线
[image: image220.wmf]3
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上分别取
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；
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；只需证明
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；
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每组中任意两点连成的向量为共线向量.
例9  证明三角形的三条高线交于一点.
[image: image539.jpg]


证明：设
[image: image227.wmf]CF

BE

AD
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,

是
[image: image228.wmf]ABC

D

的三条高线，并设
[image: image229.wmf]BE

与
[image: image230.wmf]CF

交于
[image: image231.wmf]O

点(如图8)，于是证明三条高线交于一点
[image: image232.wmf]O

，即证
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由
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由假设
[image: image236.wmf],

0

=

×

OC

AB

 
[image: image237.wmf]0
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，所以
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例10  如图9，设
[image: image240.wmf]G

是
[image: image241.wmf]ABC

D

的重心，
[image: image242.wmf]N

M

,

分别是
[image: image243.wmf]GB

及
[image: image244.wmf]GC

的中点，延长
[image: image245.wmf]AC

至
[image: image246.wmf]E

使得
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，又延长
[image: image248.wmf]AB

至
[image: image249.wmf]F

，使
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.求证：
[image: image251.wmf]AG
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[image: image252.wmf]NF
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,

三线共点.
[image: image541.jpg]


[image: image542.jpg]


证明：设
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三顶点
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对某一固定点的向径分别为
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, 则重心
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，再次利用定比分点公式得到
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点的向径为
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即
[image: image271.wmf]HN

FH
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，因此
[image: image272.wmf]N

H

F
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,

三点共线，同理可证
[image: image273.wmf]M

H

E

,

,

共线，则由原理(3)知
[image: image274.wmf]AG

，
[image: image275.wmf]NF

ME

,

三线共点.
   [注]  题设中含若干线段中点的直线共点问题，这类问题用向量方法处理最为方便，原因是线段中点、三角形的重心的表达式都是熟知的，且在形式上是各相关点向径的一次齐次对称式，用向量证法有效地解决了综合法证这类问题是固有的图形复杂的困难。
5 共面

初等几何中的四点共面问题和三线共面问题实际上是等价的，矢量法证明的要旨在于证明三条直线的方向矢量的混合积为零。通常用解析的方法计算混合积较为方便，所以选适当的坐标系来表示矢量也是简化证明的关键。

    例11  在四面体
[image: image276.wmf]OABC

中，设
[image: image277.wmf]D

为棱
[image: image278.wmf]OC

的中点，
[image: image279.wmf]G

是三角形
[image: image280.wmf]ABC

的重心，
[image: image281.wmf]E

是
[image: image282.wmf]OG

上的点，且
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，求证：
[image: image284.wmf]E
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四点共面.

                   证明： （如图10）以
[image: image285.wmf]O

为原点建立空间直角坐标系，并设顶点
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的坐标分别为
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的中点
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与三角形
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的重心
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的坐标分别为
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从而
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于是三矢量
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此即说明三矢量
[image: image302.wmf]AE

AD
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，

共面，等价于
[image: image303.wmf]E

D

B

A

,

,

,

四点共面.
 (三) 证明轨迹问题

确定某一运动的轨迹，即确定有关图形的形状、位置、大小。因此，轨迹问题实际上是数量和位置关系的综合，所以矢量方法同样适合处理轨迹问题。用向量求满足给定条件的轨迹，通常分为两个步骤进行：

⑴ 在给定的问题里，适当设置或建立坐标系；通过向量计算寻找轨迹点所满足的定量关系，断定它应在怎样的图形上；

⑵ 借助向量计算证明图形上的点满足问题的条件。

例 12  已知直角三角形
[image: image304.wmf]ABC

中，
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，若动点
[image: image306.wmf]M

满足关系式
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，求动点
[image: image308.wmf]M

的轨迹.

解：如图11，设
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对于点
[image: image310.wmf]C

的向径分别为
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，动点
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的向径为
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由条件
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因为
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此即动点的轨迹的矢量式方程.

    例13  设
[image: image319.wmf]AB

是半径为
[image: image320.wmf]R

的圆
[image: image321.wmf]O

的一条直径，
[image: image322.wmf]BC

是动弦，延长
[image: image323.wmf]BC

到
[image: image324.wmf]D

使
[image: image325.wmf]BC

CD
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. 求
[image: image326.wmf]AC

与
[image: image327.wmf]OD

的交点的轨迹.
解：设
[image: image328.wmf]AC

与
[image: image329.wmf]OD

的交点为
[image: image330.wmf]P

，依题意，
[image: image331.wmf]C

显然不能与
[image: image332.wmf]B

重合，若
[image: image333.wmf]C

与
[image: image334.wmf]B

重合，则
[image: image335.wmf]P

也与
[image: image336.wmf]A

重合。所以只考虑
[image: image337.wmf]C

不同于
[image: image338.wmf]B

的情形，由题设知
[image: image339.wmf]P

是三角形的重心。

取
[image: image340.wmf]O

为原点，
[image: image341.wmf]AB

所在直线为
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轴，建立如图12所的示直角坐标系，则
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设点
[image: image345.wmf]0
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的向径就是
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为定点，且
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时显然满足此等式，这说明
[image: image350.wmf]P

的轨迹以
[image: image351.wmf]0
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为圆心，
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 为半径的圆
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上，由于
[image: image354.wmf]C

不能与
[image: image355.wmf]B

重合，所以圆
[image: image356.wmf]0
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上向径为
[image: image357.wmf]OB
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的点不是轨迹上的点.

    反之，除向径为
[image: image358.wmf]OB
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的点外，对于圆
[image: image359.wmf]0

P

上任一点
[image: image360.wmf]1

P

，设
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分别满足条件
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，
由这两个式子分别得到
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所以
[image: image368.wmf]1

C

在圆
[image: image369.wmf]O

上，且是
[image: image370.wmf]1

BD

的中点，从而
[image: image371.wmf]1

P

在所求轨迹上。于是所求的轨迹是以
[image: image372.wmf]0

P

为圆心，
[image: image373.wmf]3

/

2

R

 为半径的圆，但要除去向向径为
[image: image374.wmf]OB

3
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的点.
[注]  对于图形轨迹，解题时应先做大略的判断，如上例，不难判断
[image: image375.wmf]P

只能在有限范围内活动且为圆弧的可能性很大，这时利用向量进行考察，注意力就应倾向于寻找是否存在向径为
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的定点
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，使动点
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的向径
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 EMBED Equation.3  [image: image381.wmf]k

(
[image: image382.wmf]k

为定值)。从以上可看出，向量便于计算的特点使得用向量法处理轨迹问题的难度大幅度下降，也不要太多的辅助线。
（四） 混合积与异面直线的距离

中学已经学习了异面直线及两异面直线间的距离，两异面直线的距离是依据它们所成的角去计算，这样就必须先求出两异面直线所成夹角的余弦，在角度未知的情况下求得距离更为麻烦，而用矢量法求两异面直线的距离就显得容易多了。

例14  求两条异面直线
[image: image383.wmf]2
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间的距离
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解：如图13，在
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上分别取两点
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，过
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点作直线
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的平行线
[image: image389.wmf]'
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，则
[image: image390.wmf]1
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的距离就是
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到
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与
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所在平面
[image: image395.wmf]p

的距离.
在
[image: image396.wmf]1
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，
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上分别取异于
[image: image398.wmf]B

点的
[image: image399.wmf]C

点和
[image: image400.wmf]D

点，此时
[image: image401.wmf]2
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与平面
[image: image402.wmf]p

的距离就是四面体
[image: image403.wmf]DBC
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中以
[image: image404.wmf]1

B

为顶点，以
[image: image405.wmf]DBC

D

为底面的四面体的高.
因为四面体
[image: image406.wmf]DBC

B
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的体积等于以
[image: image407.wmf]BD
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BC

,

,

1

为棱的平行六面体体积的1/6倍，根据混合积的几何意义知
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另一方面
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综合两方面，我们得到
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[注]  这就是说，异面直线
[image: image412.wmf]1

l

与
[image: image413.wmf]2

l

的距离是以两个向量的外积的模做分母，以这两个向量与第三向量的混合积的绝对值做分子的分数，这两个向量是在异面直线
[image: image414.wmf]1

l

与
[image: image415.wmf]2

l

上任取的非零向量，第三个向量是分别以前两个向量的起点做它的始点和终点的向量．

　　例15 已知
[image: image416.wmf]1
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是正方体，它的棱长为单位长度，求异面直线段
[image: image417.wmf]1

1

D

B

和
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间的距离．

　　解： 如图14，以
[image: image419.wmf]D

为原点
[image: image420.wmf]1
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为基底作空间直角坐标系，则
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诸点的坐标分别为

B ( 1, 1, 0 )；  C1( 0, 1, 1 )； 
B1( 1, 1, 1 )；  D1( 0, 0, 1 )；

且
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直接计算得到
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由上题计算异面直线间距离公式知，
[image: image424.wmf]1
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和
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间的距离为
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[注]  本题若用综合法证明的方法有好几种，但均须添置若干条辅助线，比起向量法来要烦琐的多，现选择一种较简单的证法与之比较。

证明：（综合法）（如图15）因为B1D1 //BD，所以 B1D1//平面C1DB，故要求异面直线B1D1与BC1间的距离，只需求出B1D1与平面C1DB间的距离即可.
将线段O1O投影到⊿C1DB平面上，设其投影为OH，则O1H便是B1D1与⊿C1DB平面的距离

∵ O1O ⊥ DB   由三垂线逆定理得  

 OH ⊥BD

又∵  ⊿C1DB是等腰三角形    
 ∴  H 必在C1D上

∵  O1O = 1   
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且O1O×O1C1 = O1H×C1O
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从上面的比较来看，向量的求法明显比综合法简单，也不要做任何辅助线，只需寻求公式中的两矢量即可，这就是向量在初等几何中的优点。

（五）矢量法证明初等数学公式

初等数学中许多公式的证明是相当的繁琐；如正弦定理、余弦定理、海伦公式、圆幂定理等，现在我们给出这些定理的矢量法证明.
例16.  ( 圆幂定理 ) 从圆
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外一点
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作割线
[image: image431.wmf]PAB

，设圆
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的半径为
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证明：
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    证明：如图16，过点
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的直径
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所以

又因为


例17  已知
[image: image442.wmf]ABC
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，
[image: image443.wmf]c
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,

分别为边
[image: image444.wmf]BC

，
[image: image445.wmf]AC

和
[image: image446.wmf]AB

的长，求证
：
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证明：(1) 如图17，令
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(2)  由
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例18 试证明关于三角形面积的海仑(Heron)公式
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证明：设向量
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 (六) 计算角度、面积、体积

根据矢量内积、外积和混合积的几何意义，初等数学中经常遇到计算角度，面积，体积等问题可以很容易用矢量法求解，而且计算也比较简单。下面通过具体实例给出求解长度、面积和体积的矢量法公式及求解方法.

例19  设
[image: image474.wmf]OABC

是一个正四面体，求它的任意两个面之间的夹角.
解：如图18，设四面体的边长为1，令
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垂直，如果
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例20  已知
[image: image488.wmf]ABC
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，
[image: image489.wmf]ABC
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表示
[image: image490.wmf]ABC

D

的面积，
[image: image491.wmf]D

，
[image: image492.wmf]E

，
[image: image493.wmf]F

分别是
[image: image494.wmf]BC

，
[image: image495.wmf]AC

，
[image: image496.wmf]AB

的中点，求以
[image: image497.wmf]AD

，
[image: image498.wmf]BE

，
[image: image499.wmf]CF

为三边所围成的三角形的面积.
解： 如图19，因为
[image: image500.wmf]AD

，
[image: image501.wmf]BE

，
[image: image502.wmf]CF

是三角形
[image: image503.wmf]ABC

的三条中线，则由中线定理立即得到
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这就说明以
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从而以
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的三中线为三边所作的新三角形的面积为
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注：上例若用初等法，则证明过程和书写都很烦琐，且还须添加若干辅助线来证明三中线围成的三角形存在，而矢量证法不但书写简明扼要，而且论证时只需做一次矢量加法和向量积就可完成。

例21 （如图20）已知四面体
[image: image510.wmf]ABCD

的顶点
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，求该四面体的体积
[image: image515.wmf]ABCD
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解： 由初等几何知道，四面体
[image: image516.wmf]ABCD

的体积
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等于以
[image: image518.wmf]AB

，
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和
[image: image520.wmf]AD

为同一顶点上三条棱的平行六面体体积的
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所以，
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注: 前面三道例题不难发现矢量在计算初等数学问题时明显地减少了运算量，也不需要作任何辅助线. 

从以上各部分的例题可以看出，用向量证明初等数学问题通常要有以下三个步骤：

1．用矢量的语言“翻译”问题的条件和结论；

2．设置“媒介向量”；

3．化简或证明向量关系式.

总之，由于向量的起点可以任意移动，因此它具有了几何证题中平移的功能；另外向量中有线性运算，数量积和向量积，并且向量既有有向线段表达式又有坐标表达式，任一空间向量均可在三个不共面向量上分解，因此，向量知识中既体现了解析几何中直角坐标系的作用，又体现了仿射坐标系的作用。正是这些原因使得向量在证明几何问题上具有突出的简化作用和广泛的适用范围。

如上所述，初等问题的向量证法终究是一种新颖的具有很多优点的证题方法，它不但使问题简化，而且还能在证题过程中使各类知识融会贯通，有利于综合应用能力的培养和智力的发展。
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