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“曲率”教学管见
①

刘元兴
(湖南科技大学 数学与计算科学学院 ,湖南 湘潭 411201)

摘 　要 :讨论了三维空间微分几何中的重要概念 —曲率在课堂教学中的一些值得注意问题 ,并讨论了曲面上几种曲率

之间的关系。
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在三维空间经典微分几何中 ,曲率是一个非常重要的概念 ,它贯穿于整个微分几何的教学之中。因

此 ,掌握好曲率 ,对于整个微分几何的学习至关重要。下面是曲率教学中的几点注意。

1 　空间曲线的曲率

111 　定义 :设空间 C3 类曲线 ( C) 的方程为 �r = �r ( s) ,曲线 ( C) 上的点 P ,其自然参数为 s ,另一个邻近点

P1 ,自然参数为 s +Δs ,在 P , P1 两点分别作曲线 ( C) 的单位切向量 �α( s) , �α( s +Δs) ,它们的夹角为Δφ,

则定义 ( C) 在 P 点的曲率为

　　　　k ( s) = lim
Δs →0

Δφ
Δs

其中Δs 为 P 点及其邻近点 P1 间的弧长。

112 　几点注意

(1) 曲率的几何意义是曲线的切向量对于弧长的旋转速度 ,它刻画了曲线的弯曲程度。曲率越大 ,曲

线的弯曲程度就越大。曲率越小 ,曲线的弯曲程度就越小。特别地 ,当曲率为零时 ,曲线为直线。

(2) 定义中的曲率是非负的。其实也可以定义有向曲率 ,如平面上的曲线的曲率就是有向的。但对于

空间曲线来说 ,定义有向曲率会使后面定义挠率变得较为复杂 ,由于曲率只刻画了曲线的弯曲程度 ,所以

在定义曲率时不考虑方向 ,讨论会更加方便 ,但又能满足需要。

(3) 由于曲率为零的曲线为直线 ,所以在讨论一般的曲线时 ,往往要求曲率不为零。特别是定义了空

间曲线的挠率之后 ,有一个重要的结论是 :挠率恒等于零的曲线为平面曲线。在这个讨论中 ,实际上要求

该曲线的曲率处处不为零 ,但一般的书上都没有注明。因为如果不是这样 ,结论就可能出问题 ,我们可以

找出个例子 ,例中的挠率能定义为恒等于零 ,便它不是平面曲线[1 ] 。

(4) 在经典微分几何曲线论这一部分 ,讨论的主要是曲线的局部性质 ,即仅取决于曲线上一点邻近的

行为的哪些性质。而在讨论中 ,曲率 (当然还有挠率) 起了决定作用 ,这一点可以从曲线在一点处邻近曲线

的近似方程直接得出 ,也可以从曲线论基本定理说明这一点 ,由此可见曲率在曲线论中的地位和作用。
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(5) 曲率在刚体运动下不变。

2 　曲面上的曲率

对于空间曲面 ,仍用曲率来研究 ,用 k 表示曲面曲线上一点处的曲率 ,而其它曲率 ,如法曲率 kn ,主曲

率 k1 , k2 ,高斯曲率 K,平均曲率 H ,测地曲率 kg 等 ,几乎都与 k 有关[2 ] ,它们的关系可用下式表出 :

曲率 k
]

　1、kn = kcosθ= k�β·�n ] 主曲率 k1 , k2 ] K = k1 k2 H =
1
2

( k1 + k2)

　Τ
(1) kn 为曲率向量 �α= k�β在曲面上

点 P 处的法向量 �n 上的投影。

(2) kn = 0 的方向为渐近方向。

(3) 从 kn = Ⅱ/ Ⅰ= 0 可得

Ld u2 + 2 Md udv + Ndv2 = 0 为曲面

上渐近曲线的微分方程。

　Τ
(1) 主方向上的法曲率。

(2) 曲率线上的法曲率。

(3) 欧拉公式

kn = k1cos2θ+ k2sin2θ

(4) 主曲率是曲面上点 P

处所有方向上的法曲率中

的最大值和最小值。

　Τ
(1) K为内蕴量。

(2) 曲面为可展曲面的

充要条件是 K = 01
(3) 按 K > 0 , K = 0 , K <

0 分曲面上的点为椭圆

点 ,抛物点 ,双曲点。

　Τ
(1) H = 0 的曲面为

极小曲面 1
(2) Ⅲ- 2 H Ⅱ+ KI

= 0

2、kg = k�β·�ε= ±ksinθ

　Τ
(1) kg 是曲率向量 k�β在曲面上点 P 处的切平面上的投影。

(2) k2 = k2
g + k2

n

(3) 沿曲面上的测地线处处有 kg = 0。

3 　结论

经典微分几何是大学本科数学专业的一门主要课程 ,它主要是研究曲线和曲面的局部性质。所谓局

部性质 ,指的是哪些仅取决于曲线或曲面上一点邻近的行为的性质 ,而其中最有趣和最有代表性的是曲面

的研究。然而 ,在研究曲面的时候 ,自然会出现曲线的某些局部性质 ,因此 ,曲率显得特别重要也是自然的

事 ,从上面第二部分的关系看出 ,曲面论中的主要内容都与曲率有关 ,所以把曲率学好了 ,实际上局部微分

几何也基本上通了 ,而且对整体微分几何的学习也会起到很好的作用。因此 ,无论是教师还是学生 ,都必

须把对曲率的学习 ,理解 ,运用放在学习微分几何的一个重要位置 ,这样 ,这门功课才有望学好。
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“Curvature”Teaching personal opinion

LIU Yuan - xing
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Abstract :This eassy discussed some noticeable problems in teaching curvature that is a key concept in three di2

mensional space differetial geometry , and the relation between several curvatures on surface1
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