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摘要：梅向明先生所编<微分几何》教材被越来越多的高校数学系所采用，但尚有美中不足之处．文中给出了有关 

渐缩线方程，相对曲率计算公式的更简便的推导；讨论了如何才能很快地做出切线，法面，密切平面，副法线和从 

切平面方程的方法；还对有的习题进行了推广． 
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Some Problems about Infinitesimal Geometry 
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Abstract：The textbook Infinitesimal Geometry compiled by Mr．Mei Xiangming is used by more and more math— 

ematics departments of universities and colleges．But there are still room for improvement．In this article the au— 

thors first put forward a few simpler and easier methods for calculation the evolute equation，the formula of rela— 

five curvature；then，discuss the methods for calculating the equations of the fangent line，the norm al plane，the 

osculating plan e，the binorm al，and the rectifying plane；and finally popularize some exercises． 
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梅向明先生所编《微分几何》(以下简称“教材”)是以“数学分析”作为工具研究几何空间中的图形(如 

曲线、曲面)的性质和规律的数学学科[11．学习是循序渐进的，首先应该学好高斯关于三维欧氏空间中的曲 

线和曲面的局部理论，本文以学习梅向明先生所编《微分几何》一书的过程中的一些心得、体会，写出来，供 

大家参考． 

1 关于平面曲线的渐缩线方程的又一种推导 

下面给出比教材上的推导方法来得快的另一种推导方法：[2】 

设已给平面曲线为(c)： = (t)={ (t)，y(t)}， ∈c ，设其渐缩线为(c )，方程为 = (t)， 

设 ， 分别为 的单位切向量、单位主法向量，由渐缩线的定义可知 = + ，(这里尺是c上点 处 

的曲率半径)． 

·

．

’ 

=  =  {Xl,yl} ’·’口 丽  } 
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= {南 ，南 )， = ，，㈤}， I ’ 』’ l ‘，’，， ‘ 

．

·

． R=÷= =穹潞 ．(曲线向左转时， 为正) 
设 ={c。s ，sin }，则有 ={c。s( +号)，sin( +号))， 

．

·

． 
= { ，南 )， 

·

·

· 一 { ，南 ) 
= { ct，一 ，，，ct，+兰 )． 

f ： 一 量 ， 教材上的。．43式 【，， =y(t)+ ． ‘ J— ’‘ 

2 关于平面曲线的相对曲率k，的计算公式的又一种推导 

设已给平面曲线为 ： (t)={ (t)，)，(t)}，其曲率为 k，由空间曲线的曲率计算公式 

=  ， 

I ’I ’ 

将xoy平面视为空间中 =0的平面，有 =I x ，Y ，ol，知I I：~／厂 ， ：I x",y",Ol，则 ，× 

．

．

． k ： ． 

( +yl2)i 

由于曲线向左转时，k，的符号为正，而 ×-P的符号也为正，而 ×-f．的符号，由 )，"一 ，决定，故 ， 

．

．

． ：± Ii}： 

( 2+y’2)量 

3 平面曲线的挠率恒等于零的证明 

在教材P65页上关于“平面曲线的挠率恒等于零” 

的证明(2】： 

设已给平面曲线 ： (t)，其所在平面为7c，7c的法 

向量为亢(常向量)，如图1，在7c上取定一定点P0，P0的 

对应矢径为 ，设 P为平面7c上一动点(P∈ ，P沿 

动)，P对应的矢径为 ，有 

(1)式两边对t求导，得 

图 1平面曲线的证明图 

( 一 )· ：0毒 · =n(常数 n： · )． 
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· =0， (2) 

(2)式两边也对 t求导，得 
· 苘=0， (3) 

(3)式两边对 t求导，得 

· = 0， (4) 

由(2)，(3)，(4)式知 ， ， 均与 垂直 ． ， ， 共面-．．．( ， ， )暑0．而 

r = 2 一 o． 一
I × I一 一 一 

这就证明了平面曲线的挠率恒等于零．[ ](这里参考了文献[3]上P26的证明) 

4 关于如何很快做出切线、法面、密切平面等的方程的方法 

关于如何才能很快地做出空间曲线在一点的切线、法面、密切平面 ，副法线，主法线和从切平面方程 

的方法(从而确定空间曲线的基本三棱形)： 

设已给空间曲线的方程为 = (￡)={ (t)，y(t)，z(t)}，求其在 t=t。点处的切线，法面，密切平 

面，副法线，主法线和从切平面的方程(这里 ∈c。)．我认为按如下的顺序来做，能较快得出结果．具体做 

法如下：[ ] 

切线 

法面 

密切平面 

副法线 

主法线 

从切平面 

二 Q— = Q一三二三Q 
， 一  

^，， 一 ， ’ 6 )，o o 

( 一Xo)+，， ()，一Yo)+： (：一Zo)=0， 

一  

O 一 

)， 

)， 

一

：0 

： 0 

车 fO + moy + ，lO +D = 0 ， 

二 Q一 二 Q一三 
lO — m0 一 n0 ’ 

)， I( 一 。)+I m
0 n0 I I n0 l {(Z--ZO)一o． 

5 对直纹面上沿直母线移动的法向量的变化情况的证明 

教材上第二章的直纹面和可展曲面中的直纹面方程为 = ( )+tI6( )， = ( )为导线，b( ) 

是直母线上的一单位矢量． 

在教材P149上“我们现在来讨论当P点在曲面上沿一条直母线移动时，法向量 的变化情况： 

情形l： ，×一b／~。b'×苫，即( ，，苫，一b，)≠0⋯⋯情形2：苞，×苫／／ ，×苫，即( ，，苫，一b，)：0．”[1]这就 

O  

= 

一 

Z 

， O 
Z 

0 

= 

一 D 

y + 

+ + 

^。 y O 
— m 

+ V。 

，●●●J、●【  
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是要我们证明： ×b／／b ×6甘(苞 ，b，b )=0． 

证明 由吕林根所编《解析几何》定理1．8．2知 

·

．

’ 

苞 ×b／／b ×6车 (b ×b)×((a ×b)=0 ， 

再由吕林根编《解析几何》的双重矢积计算公式知 

车 (b ·(a ×b))b一(b·(a ×b))b =0 ． 

由定理1．9．3的推论知甘(b ，a ，b)b一(b，a ，b)b =0 ． 

由《解析几何》定理 1．9．3知甘(a ，b，b )b=0 ， 

．

·

． a ×b／／b ×6甘(a ，b，b )=0 ． 

下面我们计算直纹面上的高斯曲率 ： 

’

．

’ 

= 苞 +vb ， = b ， 
U 口 

¨
= 苞”+ 6 ， 

聊

= b ， 
卯

= 0 ， 

．

·

．单位法向量为 =祷 = E G F ， l ru×rp l 、／ 一 
．

·

．N= · =0，．·．L不必计算． 

这里我们总结出若一Fuu,~或 中有一个为0，则￡，N不必计算．或者 L，|7v中有一个为0，则另一个不 

必计算，这是 

·

．
’ =  

，

’

．

’ 

=  · =  ， ．·
． 

=  =

二-_ ． 
．

·

．1)当 ×b∥b ×b，flP(-a ，b，b )≠O，也就是 是不可展的直纹面时，K<0． 

2)当苞 ×b／／b ×b，即(苞 ，b，b )=0，也就是 是可展曲面时，K=0． 

反过来，当K=O时，对于直纹面，有( ’，b，b’) = ( ’，b，b’)=0 ．由P152页可展曲面的定义， 

知 是可展曲面．这样就证明了命题 3，从而给出了本节命题3的又一种证法． 

6 如何提高计算 K的速度 

另外，我们谈到了， 

． ． 二  蟹 
’ 一 EG —F2’ 

o

·

o 当 或一Ftm中有一个为O，则不必计算另一个，且不必计算￡，Ⅳ．或者当￡，N中有一个为O，另一 

个不必计算．这样做题时，可以提高计算 的速度．例如本节P162第2题[2]证明曲面： 

= {CO873一(n+ )sinv，sinv+(n+ )COS73，n+2v} 

是可展曲面． 

证明 由本节命题3知，只须证 K；0即可． 
‘

．

‘ 

，．

： {一 ’，COS73，1sin cos73 }， ’ ru：{一 ’ ’ }’ 

．

’

一  ： {O，0，0}， ={一C2OS11，一sinv，0}，．·一 ，L，N不必计算． 

又 。．‘ ={一2sin一(／／,+,)COSY，2cos+(n+ )(一sinv)，2J， 

．
一  

r
“
× r

口 

·

’ 韦 丝± 2曼 望 !=!丝±： 2旦Q皇型：l丝± 2} ~／r ‘ 
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·

．

· EG—F >0，正定． 

．

·

． 
： 亩 ． 

又 ’．’M ； · ；二 ；0． 

．

·

． V ，tI∈ 尺， 一M 兰0§ ；0§ 已知曲面 

= {COSf)一( +tI)sinv，sinv+( +tI)costI，IZ+2tI} 

是可展曲面． 

由本题的证明可以看出，计算 K；0，甚至不必计算 ，F，G及 L，Ⅳ这样做题的速度就可以提高了． 

本节的第3题的做法也类似上题，可以提高速度． 

7 关于一个有代表性>-3题的推广 

通过做一个典型代表的题而会做一类题．如本节第5题：求平面族~COSG+ysina—zsina=1的包络． 

解：’．’已给平面族的判别曲面S 为 

二 。⋯-zsin a 
． 

对于每一固定的a，有平面族中的一个平面，而平面 

上的每一点均为正常点，并且由于所求出的包络面上的 

每一点也是正常点(下面将求出)． 

．

·

． S 就是包络S． 

而由(5) +(6) ，得 +Y +z —2yz=1． 
’

．

’ F = COSG +ysina —zsina 一 1= 0． 

=一 sina +ycosa— ZCOSG = 0， 

口=一 COSG—ysina+zsina =0， 图2 平面族的包络图 

⋯  -o． 

．

·

． 此包络是一柱面， +(Y—z) =1(椭圆柱面)[5l，图形见图2． 

这样，我们能够做下面的这类题：求平面族 ~COSG+ysina—azsina=b(这里a，b是常数)的包络， 

并画出它的图形，写出它的名称．用完全类似的方法，可以做出它的包络是椭圆柱面X2+(Y一 ) ：b2． 
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