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摘要: 微分几何中, 曲线和曲面的各几何量的计算公式都依赖于所选的参数. 本文从参数变换入手,

详细验证了曲线的诸几何量: 弧长、曲率、挠率及曲面的诸几何量: 曲面上两方向的夹角、曲面的

面积、曲面的曲率等都与坐标参数的选取无关. 这反映了曲线与曲面的几何性质不依赖于参数的选

取.
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§1. 引言

微分几何中我们讨论的曲线和曲面都是以参数形式给出的, 而且曲线和曲面可以由不

同的参数来表示, 当然不同参数的选取会给我们的讨论带来方便. 但在微分几何里主要研

究的是正则曲线和正则曲面的几何不变量, 对于同一条正则曲线和同一个正则曲面, 不同

参数的选择会不会影响它们的诸几何量呢? 本文将从参数变换入手, 详细证明了曲线的弧

长, 曲率、挠率及曲面的各内在量在参数变换下是不变的.

§2. 参数变换下曲线的不变量

2.1 曲线的参数变换

对于R3中的一条曲线, 我们可以用不同的参数表示. 例如在xOy平面上, r(θ) =

{cos θ, sin θ, 0} (0 ≤ θ ≤ π)表示单位半圆周; 我们也可以用r(t) = {t,√1− t2, 0}, (−1 ≤
t ≤ 1)表示这个半圆.

一般说来, 如果曲线Γ的参数方程为r(t), 而用另一个新的参数 t∗表示同一条曲线时,

我们要求 t与 t∗能够建立1-1对应. 为此要求参数变换式 t = t(t∗)满足 dt
dt∗ 6= 0. 如果我们所

讨论的是有向曲线, 则要求 dt
dt∗ > 0, 即 t(t∗)是单调增函数, 这样同一条曲线Γ的参数方程

为,

r(t) = r(t(t∗)) = r∗(t∗),

我们把这样的变换形式称为曲线的容许参数变换, 由上式可以得到,

dr∗

dt∗
=

dr

dt

dt

dt∗
,
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所以根据正则曲线的概念, 如果曲线Γ在参数 t时为正则曲线, 那么取参数 t∗时也为正则曲

线. 因此正则曲线的概念与参数选择无关.

2.2 参数变换下曲线的不变量

我们知道, 弧长是曲线本身的一个几何量, 所以它不受曲线方程的影响. 因此上我们说,

在参数变换下曲线的弧长应该不变.

设曲线Γ有两个不同的参数 t, t∗, 参数变换 t = t(t∗) , 且 dt
dt∗ 6= 0, 那么

r(t) = r(t(t∗)) = r∗(t∗),

对于曲线Γ : r = r(t)上的任意的两个固定点P0(t = t0), P1(t = t1) , 当选取 t∗作参数时,

P0, P1的对应点分别P ∗
0 (t∗ = t∗0), P

∗
1 (t∗ = t∗1) . 我们记s是曲线从P0到P1处的弧长, 在参数

t∗下, 相应从P ∗
0 到P ∗

1 的弧长记为s∗. 则有

s∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr∗(t∗)

dt∗

∣∣∣∣ dt∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

dt

dt∗

∣∣∣∣ dt∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
dt

dt∗

∣∣∣∣ dt∗,

(1) 若 dt
dt∗ > 0, 则

∣∣ dt
dt∗

∣∣ = dt
dt∗ , 因此

s∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
dt

dt∗

∣∣∣∣ dt∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣
dt

dt∗
dt∗ =

∫ t1

t0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣ dt = s,

(2) 若 dt
dt∗ < 0, 则

∣∣ dt
dt∗

∣∣ = − dt
dt∗ , 因此

s∗ =
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
dt

dt∗

∣∣∣∣ dt∗ = −
∫ t∗1

t∗0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣
dt

dt∗
dt∗

= −
∫ t0

t1

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣ dt =
∫ t1

t0

∣∣∣∣
dr

dt

∣∣∣∣ dt = s,

两种情况得到同样的结果. 这就证明了弧长在参数变换不变.

熟知, 一条曲线的曲率刻画了它的弯曲程度, 挠率刻画它的扭转程度. 曲率和挠率如同

弧长一样, 与曲线本身有关, 而与曲线的参数变换无关.

对于曲线Γ : r = r(t), 设有容许参数变换 t = t(t∗), 且 dt
dt∗ 6= 0, 则

r(t) = r(t(t∗)) = r∗(t∗),

在参数 t下, 曲线Γ的曲率和挠率的计算公式如下

k(t) =

∣∣∣dr(t)
dt × d2r(t)

dt2

∣∣∣
∣∣∣dr(t)

dt

∣∣∣
3 ,
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τ(t) =

(
dr(t)

dt , d2r(t)
dt2

, d3r(t)
dt3

)

(
dr(t)

dt × d2r(t)
dt2

)2 ,

在参数 t∗下, 曲线Γ的曲率和挠率的计算公式如下

k∗(t∗) =

∣∣∣dr∗(t∗)
dt∗ × d2r∗(t∗)

d(t∗)2

∣∣∣
∣∣∣dr∗(t∗)

dt∗

∣∣∣
3 ,

τ∗(t∗) =

(
dr∗(t∗)

dt∗ , d2r∗(t∗)
d(t∗)2 , d3r∗(t∗)

d(t∗)3

)

(
dr∗(t∗)

dt∗ × d2r∗(t∗)
d(t∗)2

)2 ,

利用复合函数求导, 我们有

dr∗(t∗)
dt∗

=
dr(t)

dt

dt

dt∗
,

d2r∗(t∗)
d(t∗)2

=
d2r(t)

dt2

(
dt

dt∗

)2

+
dr(t)

dt

d2t

d(t∗)2
,

d3r∗(t∗)
d(t∗)3

=
d3r(t)

dt3

(
dt

dt∗

)3

+ 3
d2r(t)

dt2
dt

dt∗
d2t

d(t∗)2
+

dr(t)
dt

d3t

d(t∗)3
,

这时容易验证有

dr∗(t∗)
dt∗

× d2r∗(t∗)
d(t∗)2

=
(

dr(t)
dt

× d2r(t)
dt2

)(
dt

dt∗

)3

,

∣∣∣∣
dr∗(t∗)

dt∗

∣∣∣∣
3

=
∣∣∣∣
dr(t)

dt

∣∣∣∣
3 ∣∣∣∣

dt

dt∗

∣∣∣∣
3

,

(
dr∗(t∗)

dt∗
,
d2r∗(t∗)
d(t∗)2

,
d3r∗(t∗)
d(t∗)3

)
=

(
dr(t)

dt
,
d2r(t)

dt2
,
d3r(t)

dt3

)(
dt

dt∗

)6

,

所以

k(t) = k∗(t∗), τ(t) = τ∗(t∗).

这就证明了在参数变换下, 曲线的曲率、挠率是不变量.

§3. 参数变换下曲面的不变量

3.1 曲面的参数变换

如同曲线的参数表示一样, 曲面S的参数方程不是唯一的. 换言之, 可以用一组参数

(u, v)和另一组参数 (u∗, v∗)来表示同一曲面. 例如, 设S的参数方程为r = r(u, v), (u, v) ∈
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D , 令 



u = u(u∗, v∗),

v = v(u∗, v∗),
(u∗, v∗) ∈ D∗, (2.1)

并假定雅可比行列式 ∂(u, v)
∂(u∗,v∗) 6= 0, 这样保证 (u, v)与 (u∗, v∗)是一一对应的. 那么曲面S的

参数方程也可以用 (u∗, v∗)来表示, 即

r(u, v) = r(u(u∗, v∗), v(u∗, v∗)) = r∗(u∗, v∗),

这样的参数变换称为曲面的容许参数变换.

利用复合函数求导我们可以得到:




r∗u∗ = ru
∂u
∂u∗ + rv

∂v
∂u∗ ,

r∗v∗ = ru
∂u
∂v∗ + rv

∂v
∂v∗ ,

(2.2)

所以,

r∗u∗ × r∗v∗ = (ru × rv)
∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

, (2.3)

故在容许参数变换下, ru × rv 6= 0不受影响, 即曲面上正则点的概念与参数变换无关.

3.2 参数变换下曲面第一基量和第二基量的变化规律

在上节中已经讨论过了曲面的容许参数变换, 现在我们来讨论在容许参数变换下, 第一

基本量和第二基本量的变化规律.

设参数变换 



u = u(u∗, v∗),

v = v(u∗, v∗),

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

6= 0,

其中 (u∗, v∗)是新参数,雅可比行列式 ∂(u, v)
∂(u∗,v∗) 6= 0就说明存在着逆变换u∗ = u∗(u, v), v∗ =

v∗(u, v) , 或者说 (u, v) → (u∗, v∗)是1-1对应的, 曲面的参数方程为:

r(u, v) = r(u(u∗, v∗), v(u∗, v∗)) = r∗(u∗, v∗).

我们把在新参数 (u∗, v∗)下曲面的第一基本量记为E∗, F ∗, G∗ , 第二基本量记为

L∗,M∗, N∗ . 于是




E∗ = E ∂u
∂u∗ · ∂u

∂u∗ + F
(

∂u
∂u∗ · ∂v

∂u∗ + ∂v
∂u∗ · ∂u

∂u∗
)

+ G ∂v
∂u∗ · ∂v

∂u∗ ,

F ∗ = E ∂u
∂u∗ · ∂u

∂v∗ + F
(

∂u
∂u∗ · ∂v

∂v∗ + ∂v
∂u∗ · ∂u

∂v∗
)

+ G ∂v
∂u∗ · ∂v

∂v∗ ,

G∗ = E ∂u
∂v∗ · ∂u

∂v∗ + F
(

∂u
∂v∗ · ∂v

∂v∗ + ∂v
∂v∗ · ∂u

∂v∗
)

+ G ∂v
∂v∗ · ∂v

∂v∗ ,

(2.5)
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这就是第一基本量在参数变换下的基本规律, 为了方便起见, 把(2.5)式改写成矩阵形式,

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)
=

(
∂u
∂u∗

∂v
∂u∗

∂u
∂v∗

∂v
∂v∗

)
·
(

E F

F G

)
·
(

∂u
∂u∗

∂v
∂u∗

∂u
∂v∗

∂v
∂v∗

)t

(2.6)

这里右端矩阵上角的“ t”表示转置的意思.

由(2.3)有n∗ = εn , 其中ε = ±1 , 为了保持曲面的定向, 以后取ε = 1. 利用复合函数求

导法则, 得到 



n∗u∗ = nu
∂u
∂u∗ + nv

∂v
∂u∗ ,

n∗v∗ = nu
∂u
∂v∗ + nv

∂v
∂v∗ ,

(2.4)

于是 



L∗ = L ∂u
∂u∗ · ∂u

∂u∗ + M
(

∂u
∂u∗ · ∂v

∂u∗ + ∂v
∂u∗ · ∂u

∂u∗
)

+ N ∂v
∂u∗ · ∂v

∂u∗ ,

M∗ = L ∂u
∂u∗ · ∂u

∂v∗ + M
(

∂u
∂u∗ · ∂v

∂v∗ + ∂v
∂u∗ · ∂u

∂v∗
)

+ N ∂v
∂u∗ · ∂v

∂v∗ ,

N∗ = L ∂u
∂v∗ · ∂u

∂v∗ + M
(

∂u
∂v∗ · ∂v

∂v∗ + ∂v
∂v∗ · ∂u

∂v∗
)

+ N ∂v
∂v∗ · ∂v

∂v∗ ,

(2.7)

这就是第二类基本量在参数变换下的基本规律, 为了方便起见, 把(2.7)式改写成矩阵形式,

(
L∗ M∗

M∗ N∗

)
=

(
∂u
∂u∗

∂v
∂u∗

∂u
∂v∗

∂v
∂v∗

)
·
(

L M

M N

)
·
(

∂u
∂u∗

∂v
∂u∗

∂u
∂v∗

∂v
∂v∗

)t

. (2.8)

由上面得出的规律我们有以下引理:

引理1 曲面S : r = r(u, v)的第一基本量及第二类基本量在参数变换(2.1)下, 满足下

列关系

E∗G∗ − (F ∗)2 =
[

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

]2

(EG− F 2),

L∗N∗ − (M∗)2 =
[

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

]2

(LN −M2),

L∗G∗ − 2M∗F ∗ + N∗E∗ =
[

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

]2

(LG− 2MF + NE).

3.3 参数变换下曲面的不变量

前一节我们讨论了在参数下曲面第一基量和第二基本量的变化规律, 现在我们利用这

些规律讨论参数变换下, 曲面的几个不变量.

给出曲面上两个方向du : dv和δu : δv , 设它们之间的交角为θ , 则

cos θ =
Eduδu + F (duδv + dvδu) + Gdvδv√

E2du2 + 2Fdudv + Gdv2
√

E2δu2 + 2Fδuδv + Gδv2
,
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为了方便把上式写成矩阵形式即

cos θ =

(du, dv) ·
(

E F

F G

)
·
(

δu

δv

)

√√√√(du, dv) ·
(

E F

F G

)
·
(

du

dv

) √√√√(δu, δv) ·
(

E F

F G

)
·
(

δu

δv

)

令

J =
∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

=

(
∂u
∂u∗

∂v
∂u∗

∂u
∂v∗

∂v
∂v∗

)
,

则在参数变换(2.1)下 (
du

dv

)
= J t

(
du∗

dv∗

)

因为在参数变换下 (u, v)和 (u∗, v∗)是1-1对应的, 所以有

(du∗, dv∗) = (du, dv)J−1,

(
du∗

dv∗

)
= (J t)−1

(
du

dv

)
,

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)
= J

(
E F

F G

)
J t,

因此

(du∗, dv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
du∗

dv∗

)
= (du, dv)

(
E F

F G

)(
du

dv

)
,

(δu∗, δv∗)

(
E F

F G

)(
δu∗

δv∗

)
= (δu, δv)

(
E F

F G

)(
δu

δv

)
,

(du∗, dv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
δu∗

δv∗

)
= (du, dv)

(
E F

F G

)(
δu

δv

)
,
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所以有

cos θ∗ =

(du∗, dv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
δu∗

δv∗

)

√√√√(du∗, dv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
du∗

dv∗

) √√√√(δu∗, δv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
δu∗

δv∗

)

=

(du, dv)

(
E F

F G

)(
δu

δv

)

√√√√(du, dv)

(
E F

F G

)(
du

dv

) √√√√(δu, δv)

(
E F

F G

)(
δu

δv

)

= cos θ.

所以说在参数变换下, 曲面上两方向夹角不变.

下面我们来看曲面曲面S : r = r(u, v), (u, v) ∈ D上某区域U ⊂ D的面积. 设在参数

(u, v)下, 参数区域U所对应的曲面域的面积为A , 则

A =
∫∫

U

√
EG− F 2 dudv,

若记在新参数 (u∗, v∗)下, U所对应的参数区域为U∗ , 并记参数区域U∗所对应的曲面域的

面积为A∗ , 则由上节的引理1及二重积分的变换公式知

A∗ =
∫∫

U∗

√
E∗G∗ − F ∗2 du∗dv∗

=
∫∫

U∗

∣∣∣∣
∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

∣∣∣∣
√

EG− F 2 du∗dv∗

=
∫∫

U

√
EG− F 2 dudv

= A,

由此可知在参数变换下，曲面上某区域的面积不变.

为了证明法曲率也是参数变换下的不变量, 我们将曲面的第一、第二基本型改写成如

下矩阵形式:

I = (du, dv)

(
E F

F G

)(
du

dv

)
,

II = (du, dv)

(
L M

M N

)(
du

dv

)
,
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并记在新参数 (u∗, v∗)下, 曲面的第一、第二基本型分别为I∗, II∗ , 而且对应的法曲率为k∗n
, 则

k∗n =
II∗

I∗
=

(du∗, dv∗)

(
L∗ M∗

M∗ N∗

)(
du∗

dv∗

)

(du∗, dv∗)

(
E∗ F ∗

F ∗ G∗

)(
du∗

dv∗

)

=

(du, dv)

(
L M

M N

)(
du

dv

)

(du, dv)

(
E F

F G

)(
du

dv

) =
II

I

= kn.

这说明在参数变换下, 曲面的法曲率与参数的选择无关.

定理1 曲面S : r = r(u, v), (u, v) ∈ D的主曲率k1, k2在参数变换




u = u(u∗, v∗),

v = v(u∗, v∗),

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

6= 0

下对应的主曲率分别为k∗1, k
∗
2 , 则有

k∗1 + k∗2 = k1 + k2,

k∗1 · k∗2 = k1 · k2.

证明 在参数 (u, v)下,

k1 + k2 =
NE − 2MF + LG

EG− F 2
,

k1 · k2 =
LN −M2

EG− F 2
,

根据引理1 , 在参数 (u∗, v∗)下, 我们有

k∗1 + k∗2 =
N∗E∗ − 2M∗F ∗ + L∗G∗

E∗G∗ − (F ∗)2

=

[
∂(u, v)
∂(u∗,v∗)

]2
(LG− 2MF + NE)

[
∂(u, v)
∂(u∗,v∗)

]2
(EG− F 2)

=
NE − 2MF + LG

EG− F 2

= k1 + k2,
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k∗1 · k∗2 =
L∗N∗ − (M∗)2

E∗G∗ − (F ∗)2

=

[
∂(u, v)
∂(u∗,v∗)

]2
(LN −M2)

[
∂(u, v)
∂(u∗,v∗)

]2
(EG− F 2)

=
LN −M2

EG− F 2

= k1 · k2,

从定理1的证明可以看出, 在参数变换下, 曲面的主曲率不变. 并且由高斯曲率和平均

曲率的定义, 我们立即得到

定理 2 曲面S : r = r(u, v), (u, v) ∈ D的高斯曲率K和平均曲率H在参数变换





u = u(u∗, v∗),

v = v(u∗, v∗),

∂(u, v)
∂(u∗, v∗)

6= 0

下对应的高斯曲率和平均曲率分别为K∗,H∗ , 则有

K∗ = K, H∗ = H,

即高斯曲率和平均曲率是参数变换的不变量.

定理3 曲面上点的分类与曲面的参数选择无关; 曲面在一点邻近的形状与参数选择无

关.
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