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摘  要：本文从分析和拓扑的角度总结了一系列不同空间中的不动点定理和其中一些定理的证明及应用.
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Abstract: In this paper, we discuss a series of fixed point theorems on different spaces in the view of analysis and topology. Especially, the proofs and applications of some fixed point theorems are given.
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不动点理论实质上是方程解的存在性与解的个数的理论. 反之, 方程解的存在性与解的个数问题实际上就是不动点的有无问题和不动点的个数问题.

早在1799年，Gauss的代数基本定理的证明中已经运用根的重数与映射的同伦这两个概念. 1881-1886年Poincare的ODE的定性理论的一系列论文研究了闭曲面上向量场的奇点，相当于恒同映射类的不动点. 他对于孤立奇点引进了指数这一概念并证明了Lefschetz定理的一个特例. 上世纪初，荷兰的直觉主义拓扑学家Brouwer引进了闭n维流形之间的映射的映射度，把指数的概念从二维推广到n维. 1923年，Lefschetz发现了Lefschetz定理，他最初提出的只限于X是一个能定向的闭流形，后来瑞士数学家Hopf打破了流形这一限制，对齐性的连通的多面体X，可贵的是，更容易的证明了这一定理.

再看不动点的个数问题，Lefschetz定理只解决了在L（f）
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这条件下有不动点的问题. 1927年，丹麦数学家的Nielsen关于能定向的闭曲面X的具有映射度=
[image: image2.wmf]±

1的自映射f的不动点类理论，德国的Wecken同时打破了X是不闭曲面或齐性的多面体这一限制. 继而考虑X是任意的有限的连通的多面体. 法国数学家Leray1950年指出不动点类理论在PDE理论中的应用. 英国数学家Newman提到Nielsen在研究曲面的自映射的不动点时运用了曲面的基本群与其他同伦群的运用将促使不动点理论得到实质性的发展. 1962年前后，我国数学家江泽涵、姜伯驹、石根华等人的工作大大推广了可计算尼尔森数的情形，并得出Lefschetz不动点定理的逆定理. 为什么他们的工作常常有意义，令人深省.

至于不动点理论的历史进展，可参阅[1].

§1．基础知识

本节简要介绍文中即将用到的基础知识，包括基本群、同调群、半序集．
1.1 基本群

基本群也称为一阶同论群, 其基本思想是将拓扑空间中以某点作为基点的所有闭道路按道路的同伦等价关系分类，在这些等价类做成的集合上定义类的“乘法”，使其构成群, 称为拓扑空间的基本群, 它是拓扑不变量, 又是同伦不变量. 下面简要介绍基本群的构成过程.

定义1.1 拓扑空间
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内的一条道路是指一个连续映射
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分别叫作道路
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的起点和终点．若
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的一条道路
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，即起点和终点相同，则称
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为
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的一条环路(也叫闭道路)，
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叫作这环路的基点．
若
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是一条道路（环路），则由下式确定的
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也是道路（环路）：
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称为
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的逆道路（逆环路，它与
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有相同的基点）．

若
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是两条道路，且
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，则可定义它们的乘积道路
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特别地，对于基点相同的环路
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为与
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基点相同的环路．

定义1.2 设
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，
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的两条道路，若存在连续映射
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则称道路
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同伦于
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叫做
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到
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的同伦． 道路
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同伦于
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的直观几何意义为：
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可通过连续变形变到
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，而
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表示了这个连续变形过程．
具有相同基点的所有环路在上述乘法和逆的定义下不能构成一个群，但是经过用“同伦”将所有环路分类后就能到一个群——基本群．

引理1.2 空间
[image: image47.wmf]C

内具有相同基点的全体环路构成一个集合，则环路的同伦是这集合上的一个等价关系．证明见[**********************]．

定义1.3将具有相同基点
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的所有环路按同伦这一等价关系分成等价类，称这种等价类为同伦类，记
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所属的同伦类为
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这个定义是well-defined,即与代表元的选取无关．

定理1.1  拓扑空间
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中以
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为基点的所有环路同伦类在定义1.3中的乘积和逆下构成一个群， 称为
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在点
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处的基本群，记为
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． 这个群以
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处的常值环路
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的同伦类
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现已通过同伦对空间
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的每一点
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建立一个基本群
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，紧接着就会产生这样的问题：同一空间在不同点处的基本群是否相同即是否同构呢？答案是否定的．但对空间
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略加一点容易想象的条件即能得出肯定的结论．

定理1.2 若空间
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是道路连通的，即对
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的任意两点总有
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中的道路将它们相连．则对任意两点
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根据这一定理，道路连通空间
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在每一点处的基本群都同构，故可说成是
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的基本群，记为
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．从基本群的构作过程可以看出，对
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中的道路连通子集而言，基本群可以用来刻画子集是否有“洞”．
定理1.3  基本群在同构意义下是拓扑不变性质，也是同论不变性质．

下面简要地介绍一些常见图形的基本群．

【例1. 1】
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为基点的任一环路都可通过直线同伦收缩到点
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．称基本群平凡的空间为单连通空间，它的特点是任一环路都同伦于一点．
【例1. 2】单位圆
[image: image88.wmf]1

S

的基本群
[image: image89.wmf]Z

S

@

）

（

1

1

p

，其中
[image: image90.wmf]Z

是整数群．若给
[image: image91.wmf]1

S

以定向，
[image: image92.wmf]a

是绕
[image: image93.wmf]1

S

转
[image: image94.wmf]m

圈的环路，将
[image: image95.wmf][

]

a

对应
[image: image96.wmf]Z

m

Î

．

【例1. 3】球面
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【例1. 4】环面
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基本群是拓扑不变性质.而
[image: image105.wmf](

)

(

)

2

1

2

1

S

T

p

p

@

/

因此
[image: image106.wmf]2

2

S

T

@

/

.

【例1. 5】设
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现已看到，
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拓扑空间中的
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维链按同调等价关系分类，
在类做成元素的集合上定义类的乘法，所得的交换群。将在证明
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定义1.6  
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处于一般位置（或几何无关），这样的
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的凸包称为一个维单纯形，简称
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为它的顶点.单形一般用小写英文字母或希腊字母加下划线命名.

    如果单形
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的真面.

两个单形称为规则相处的，如果它们不相交，或者相交部分是它们的公共面.

定义1.7   把单形
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顶点的全部排列分为两大类:相差偶置换的同属一类，相差奇置换的属不同类，称这两个排列类为
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定义1.8  设
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    复形
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定义1.9  设
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与某个多面体同胚的拓扑空间称为可剖分空间，如果
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引理1.10  设
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  则
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定义1.11  设
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关联系数是建立边缘同态的基础，上面的引理是建立边缘同态以及许多链群同态的工具.

证明参见[***********].

定义1.12  设
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于是
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定义1.13  由引理1.10和的定义1.12可知，
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定理1.3 
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证明见[**************].

定义1.14  称边缘同态
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的
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维边缘链群.

定义1.15  设
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是单纯复合形，称商群
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如果中两个
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维链
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定义1.16 设
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定义1.17  设
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诱导的同调群同态.

定理1.4  同调群的诱导同态具有如下性质:

1°设
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    2°恒同映射
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同伦的映射诱导出相同的同态.

定理1.5  若复形
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证明见[**************].

根据这一定理,若
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的单纯剖分,就可将
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它与单纯剖分的取法无关,因此常将可剖分空间
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说成多面体
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,多面体的同调群可通过适当的单纯剖分实际计算.
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维同调群也可用来刻画二维的洞,它与基本群的差别在于,同调群是交换群,而基本群一般不是交换群;
[image: image334.wmf]1

维同调群是从
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维链与
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维和
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维链的联系上来考虑的,而基本群主要着眼于
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维环路本身考虑问题.它们之间的联系是:基本群的交换化就是
[image: image339.wmf]1

维同调群.
下表给出了一些常见图形的同调群:(
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3. 半序集

所谓半序集就是有半序结构的集合. 祥言之, 若集
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上的一个二元关系
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则称
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是集
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上的一个半序结构, 有半序结构的集合
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定义1.17 设
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记半序集
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是连续映射，每个连续映射都是单调的，反之不然．
§2 
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上的不动点定理

这部分总结了常见的欧氏空间
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R

和其中子空间多面体上的不动点定理.
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中的不动点定理

定理2.1  (1维Brouwer不动点定理) 设
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证明  作函数 
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 即
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是连续映射
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的不动点.
【注1】 设
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中的不动点定理

定义2.1 设
[image: image414.wmf]A

是拓扑空间
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定义2.3 上式右端的量被称为映射
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注：莱夫希兹数对多面体的任一连续自映射
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定理2.6 (莱夫希兹不动点定理) 若映射
[image: image655.wmf]K

K

f

®

:

的莱夫希兹数
[image: image656.wmf](

)

0

¹

f

L

，则
[image: image657.wmf]f

必有不动点．
证明 只需证明与其等价的逆否命题：若
[image: image658.wmf]f

不具有不动点，则
[image: image659.wmf](

)

f

L



 EMBED Equation.3 [image: image660.wmf]0

=



 EMBED Equation.3 [image: image661.wmf]．根据霍甫迹数引理,可在链的水平上计算
[image: image662.wmf](

)

f

L

．若能证得各维链映射的迹数都等于零，定理就能得证．
设
[image: image663.wmf]K

f

:



 EMBED Equation.3 [image: image664.wmf]K

¾

®

¾

没有不动点，也就是说对任意
[image: image665.wmf]K

x

Î

，都有
[image: image666.wmf](

)

x

f

x

¹

，则
[image: image667.wmf](

)

(

)

x

f

x

d

,

是
[image: image668.wmf]x

的实值正函数，其中
[image: image669.wmf](

)

(

)

x

f

x

d

,

表示
[image: image670.wmf]x

与
[image: image671.wmf](

)

x

f

之间的距离，由于
[image: image672.wmf]K

是有界闭集，因而此函数可取到下确界
[image: image673.wmf](

)

0

>

d

．不失一般性，可设复形
[image: image674.wmf]K

的所有单形的最大直径小于
[image: image675.wmf]3

d

，否则可进行若干次重心重分．

取
[image: image676.wmf]K

K

f

m

®

:

的一个单纯逼近
[image: image677.wmf]K

K

m

®

:

j

,令
[image: image678.wmf](

)

(

)

Q

K

C

Q

K

C

g

q

q

q

;

;

:

®

是重分链映射,则
[image: image679.wmf]q

f

*

是复合同态.


[image: image680.wmf](

)

(

)

(

)

Q

K

H

Q

K

H

Q

K

H

q

m

q

g

q

q

q

;

;

;

*

*

¾

®

¾

¾

®

¾

j


根据霍甫迹数引理，只需证明每个线性映射
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§3一般空间上的不动点定理
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   距离空间上的压缩映射不动点定理

定理3.1 (压缩映射原理, 1922年波兰Banach)在完备的距离空间
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中的压缩映象
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巴拿赫的压缩映射不动点定理的早期推广见[2][5]．近几年来，概率度量空间上的压缩映象不动点问题进展较快，似乎可以期待有重要应用．

定义3.1　李卜希兹映射
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显然，李卜希兹映射一定是连续映射．

引理3.1  设
[image: image724.wmf]v

u

,

是希尔伯特空间
[image: image725.wmf]H

中两个元素，如果存在
[image: image726.wmf]H

x

Î

，使得
[image: image727.wmf]r

v

x

R

u

x

£

-

£

-

,

且
[image: image728.wmf]r

v

u

x

>

+

-

2

/

)

(

，则
[image: image729.wmf]2

2

2

r

R

v

u

-

£

-

.

证明  由平行四边形法则
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两边开方即得结论.

引理3.2
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故右端两项必有一项不小于左端的一半．不妨认为是第一项，即
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由引理3.1可知
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第二步:考察
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2 线性赋范空间上的肖德尔不动点定理

定理3.3 (肖德尔不动点定理)设
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证明  用有限维映射去逼近紧映射,而有限维映射实际上是在欧氏空间中考察的不动点定理，借用有限维欧氏空间上的布劳威尔不动点定理再回到紧映射，最终得出肖德尔不动点的存在.
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　　第四步．最后证明肖德尔不动点定理．
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70年代中期，苏联数学家罗蒙诺索夫证明，任何紧算子都有超不变子空间，轰动一时，其主要工具就是肖德尔不动点定理．
3 半序集上的不动点理论
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这个矛盾证明了定理．

5   整函数与半纯函数的不动点
　 定义3.3 设
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定理3.5(毕卡定理)：超越整函数可以取任何值无限多次,至多有一个例外.
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§4 拓扑度理论和不动点的计算
这一部分主要总结了拓扑度和尼尔森数，包括布劳威尔度和勒瑞—肖德尔度.
1. 拓扑度(Topological Degree)理论
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定义4.2 (布劳威尔度) 设
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定理4.2 布劳威尔度的四条基本性质:
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4°规范性：记
[image: image1119.wmf]id

为恒等映射

               
[image: image1120.wmf](

)

î

í

ì

W

Ï

W

Î

=

W

p

         

0

p

         

1

,

,

deg

p

id


以上四条性质也唯一地决定了布劳威尔度．

定理4.3 (布劳威尔不动点定理)设
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下面引用区域可加性的一个推论：对任何空集上连续映射
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定义4.3  (勒瑞—肖德尔度(Leray-SchauderDegree)) 设[image: image1166.wmf]X
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定理4.4 肖德尔度满足:

1°同伦不变性:设
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3°区域可加性：设
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4°规范性：记
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为恒等映射
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有了这四条性质，可以像证明布劳威尔不动点定理一样地证明肖德尔不动点定理.

定理4.5  设
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2. 不动点的不动点个数问题和尼尔森数
上面讨论了自映射的不动点存在问题，自然地，若映射
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有几个不动点呢？求不动点的个数问题，最初是用牛顿迭代法来进行的. 1965年左右, 耶鲁大学的斯卡夫给出不动点的逼近算法, 将空间作单纯分解, 逐段线性地逼近非线性方程的解．到70年代中期, 凯洛格—李天岩—约克用微分拓扑的方法代替通常的组合技巧, 用光滑曲线取代了逐段线性, 称之为“连续方法”. 它将抽象的微分拓扑和代数拓扑方法用于实际计算, 开创了“整体”性的计算数学新分支. 当代著名数学家, 菲尔兹奖获得者斯梅尔也加入了这一行列, 创立了大范围牛顿方法. 数值计算的连续同伦算法始于布劳威尔不动点的研究, 但其影响已远非这一老问题了, 数个非线性分析都受惠于它. 对一些简单的自映射可以通过讨论方程
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的整幂映射，但一般说来不动点的个数是难以确定的 ,因而通常研究同伦自映射的不动点个数的下界, 在这方面我国数学家做了不少工作, 取得了令人注目的成果.
定义4.4 设
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定义4.5 设
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定理4.6 设
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定义4.6 基于这一定理，对任一映射
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定义4.7  若
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定义4.8  对于多面体
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定理4.7 
[image: image1241.wmf](

)

U

f

v

,

为
[image: image1242.wmf]f

在
[image: image1243.wmf]U

中的不动点指数，则它具有以下性质：

[image: image1244.wmf]o

1

 同伦不变性:若
[image: image1245.wmf]f



 EMBED Equation.3 [image: image1246.wmf]t

∶
[image: image1247.wmf]U

→
[image: image1248.wmf]X

,且
[image: image1249.wmf](

)

U

1

Î

t

ft

j

是紧致的,则
[image: image1250.wmf](

)

(

)

U

f

V

U

f

v

,

,

1

0

=



[image: image1251.wmf]o

2

 可加性：若
[image: image1252.wmf]1

U

、
[image: image1253.wmf]2

U

是
[image: image1254.wmf]U

的两个互不相交的开子集，
[image: image1255.wmf]f

在
[image: image1256.wmf]U

中的不动点集是紧致的，且
[image: image1257.wmf]f

在
[image: image1258.wmf]U

-(
[image: image1259.wmf]1

U

U
[image: image1260.wmf]2

U

)上没有不动点，则


[image: image1261.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

,

,

,

U

f

v

U

f

v

U

f

v

+

=



[image: image1262.wmf]o

3

 单位性：若
[image: image1263.wmf]f

将
[image: image1264.wmf]U

映成
[image: image1265.wmf]U

中的一点，则
[image: image1266.wmf](

)

U

f

v

,

=
[image: image1267.wmf]1


可以证明，不动点指数在满足上述三个性质的条件下是唯一的．不动点指数
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定义4.9  对多面体
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§5不动点定理的一些应用

这部分罗列了不动点定理在代数学, 积分方程, 微分方程和经济平衡中的简单应用.
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2. 积分方程解的存在唯一性定理
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3.  微分方程的初值问题

设在区间
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这正是初值问题的解．
4. 经济平衡点问题
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另一方面，表示
[image: image1467.wmf]i

P

收入的
[image: image1468.wmf]i

X

应是各个生产者
[image: image1469.wmf]j

P

购买
[image: image1470.wmf]i

G

的总值：  
[image: image1471.wmf](

)

å

=

=

N

j

j

ij

i

X

f

X

1


这样所要解决的经济平衡点问题的提法是：
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定理5.4 (Istratescu)上述问题是有解的．

证明  
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, 显然它是一闭凸集，又因它有界，故是紧集．定义函数
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的自映射，由布劳威尔不动点定理，必存在
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这就证明了定理．
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