不变子群的判别条件

高海燕

(西北师范大学数学系2003届)

摘  要：不变子群是一类重要的子群，它在群的理论中起着重要的作用.判断一个子

群是否不变子群，除了应用定义外，也可以应用其判别条件，本文在就对这些判别

条件进行归纳，同时证明诸判别条件的等价性并给出一些应用.
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一、准备知识
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3．正规化子：N
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(H)={g∈G︱H
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Hg=H} 称H在G中的正规化子。

4．同余关系：设集合A中有二元运算，记作乘法，若A的一个等价关系R满足：aRb, cRd 
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 acRbd  
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a,b,c∈A  则称R为A的一个同余关系。

1． 判断一个子群为不变子群的条件，及其证明过程.

㈠．与定义等价的判别条件
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7.aHbH=abH, 
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a,b∈G  即两个左陪集的乘积仍是左陪集

8.H在G中的每个左陪集都是一个右陪集
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14.HaHb=Hab, 
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a,b∈G  即两个右陪集的乘积仍是右陪集

15.H在G中的每个右陪集都是一个左陪集

16.以群G之子集H为模的G之剩余类（即陪集）之集合关于陪集之积运算构成群.（即商群存在）

17.H是G的子群，则G中由aRb,当a
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b∈H，所定义的关系R为同余关系
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19.若n∈N，则所属的G的共轭元素C(n)
[image: image54.wmf]Í

H。即H由G的若干整个的共轭类组成。
证明上述条件的等价性，在此采用两种证法.

证法1：
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(二).直接判断一个子群为不变子群的条件

1． 指数为2的子群为不变子群.

证明:设群G，H是G的子群，由题设[G:H]=2 ∴G=eH∪aH=He∪Ha
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3.群G的中心C是G的一个不变子群.

证明:∵C与G中的每个元素都可交换 ∴对
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4.交换群的子群都是不变子群.
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5.设A,B都是G的不变子群，则A∩B 是G的不变子群.
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    推论1:群G中任意多个（有限或无限）不变子群之交也都是G的不变子群.

6.设A,B都是G的不变子群，则AB是G的不变子群.
证明:显然 AB是G的子群
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推论2:群G中任意多个（有限或无限）不变子群之积也都是G的不变子群.

7.设H是G的真子群，︱H︱=n ,且G的阶数为n的子群仅有一个，则H是G的不变子群.

证明:
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2． 举例应用判别条件

        判断一个子群是不是不变子群，除了用定义外，还可用其等价条件，应

用等价条件，有时可使证明容易，过程简洁.
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证明：法1（利用定义）：
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法2：（利用等价条件4）：
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∈H , 故H是G的不变子群.

例2：设G是一个群，a,b∈G 符号 [a  b]表示G中元素a
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ab，称之为G的换位元 ,证明G的一切有限换位元的乘积所成的集合G
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是G的一个不变子群.

证明：（利用等价条件4）：显然，G
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注释：1.∵A ≤G  B≤G  又e∈A  e∈B   ∴e∈A∩B≠
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