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经典 Liouville 定理证明的若干讨论 

武利冲 

（西北师范大学数学与信息科学学院，甘肃兰州，730070） 

摘  要  本文从多重角度考虑经典 Liouville 定理的证明，并且在某些情况下作了些推广和延

伸．重点介绍了改变度量后利用 Ahlfors-Schwarz 引理的 Liouville 定理的证明；次调和函数的分

析方法 Liouville 定理的证明，文章最后给出了一种特殊的初等证法． 
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一、引  言 

本文讨论的是经典 Liouville 定理，以后在文章中将简称为 Liouville 定理．该定理的重要

性是显然的，早在 1975 年 Yau 就首先给出了 Liouville 定理在流形上的推广即非负 Ricci 曲率

的完备非紧致 Riemann 流形上的正调和函数必为常数．最近 Ni-Tam 给出了 Liouville 定理在

Kähler 流形上的推广，得出下面定理：具有非负全纯双截曲率的完备非紧 Kähler 流形上，次

对数增长的多重次调和函数必为常数，这使得流形上的调和函数成为研究流形几何性质的重

要工具（详见文献[4]）．此外，在完全非线性椭圆方程以及在物理上均有相应的 Liouville 定

理，并有广泛地应用．本文旨在讨论经典 Liouville 定理的证明，希望能够对定理有进一步的

认识．Liouville 定理告诉我们有界整函数必恒为常数，它是关于复平面上解析函数的一个优

美结果．该定理反映出复变函数的解析性与实函数的可微性之间存在很大差异，而且我认为

该定理的本质是解析函数的外部边界值决定函数的内部值，而内部值会影响外部值的取定．这

是一个非局部性命题．然而对于定义在整个实轴上的有界可微实函数其并不一定是常数，

f (x) = sin x 即是一个很好的例子，但对于复数域上的解析函数却有这样的结论． 

Liouville定理的证明在很多教科书中出现过，但是并没有标明定理提出的具体年限。由
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文献[13]“Corollary 5.5 (Liouville’s3 Theorem4). Every bounded entire function is constant. This 

theorem is for historical reasons erroneously attributed to Liouville. It was published earlier by 

Cauchy; in fact, Gauß may well have known about it before Cauchy’s times.”所以可知该定理以

Liouville命名是不实的，该定理早年是由Cauchy提出的，Gauss有可能比Cauchy更早知道该定

理（详见文献[13]）．一般教科书对Liouville定理的证明大多数是利用Cauchy不等式．当然，

在很多论文和一些教科书中也有Liouville定理的其他证法．我采用下面几种方法来讨论

Liouville定理，并在某些情况下作了些推广． 

Ⅰ  Ahlfors-Schwarz引理是 1938 年Ahlfors所建立的，这条引理可以说是微分几何进入复

分析的开始，定理中的域是D(0,1)，本文将其推广到更一般的D(a ,α)上来讨论．定理是用 

Poincaré 度量来刻画的，文中将改变度量用椭圆度量替代Poincaré度量来讨论Liouville定理． 

Ⅱ  由于解析函数和调和函数存在直接的关系，次调和函数和调和函数又有着很大的联

系，通过上述三者来讨论Liouville定理，得到了R2中有上界的或有下界的次调和函数必为常

数的结果，并将其推广到高维空间上． 

Ⅲ  最大模原理对于解析函数是极其重要的，文中用最大模原理证明了 Liouville 定理，

并转换角度重新证明了 Liouville 定理的推广． 

笔者查了一些相关资料(详见[2]、[4]、[10]、[11]、[12])，发现一些定理已经成为共知的

结论。文中某些讨论和工作未能证明是创新的（在我的能力范围之内），但是，也未查到与之

类似的证明．经过讨论和研究，我在文章的最后提出了几个问题，作为今后的深入讨论． 

二、主要工作 

StepⅠ  为方便阅读，我们先介绍一些概念和术语．  

(1)  Poincaré度量及椭圆度量 

在单位圆 D(0,1) = { z |  |z |<1}上取度量λ(z) = 21
2
z−

即

2
2

2 2

4
(1 )

dz
ds

zλ =
−

，称这个度量为

Poincaré度量．Ω为复平面上的域，在Ω上取度量 21
2)(
z

z
+

=σ 即
22

2
2

)1(

4

z

dz
ds

+
=σ ，称这个度

量为椭圆度量． 

(2)  在整个复平面上解析的函数称为整函数． 

(3)  调和函数与次调和函数：如果二元实函数 H(x ,  y)在区域 D 内有二阶连续偏导数，

且满足 Laplace 方程ΔH = 0 ，则称 H(x ,  y)为区域 D 内的调和函数．区域 D 内一个连续实函
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数 H(x ,  y)称为是 D 中的一个次调和函数，如果对于域 D ′⊂D 内的任一调和函数 U(x ,  y)，

差 H−U 在 D ′中恒满足极值原理． 

(4)  度量和曲率 

若Ω为C中的域，在Ω上定义一个非负的c2函数ρ，称之为度量，即 2dsρ =ρ 2 | dz | 2，由此得

到距离函数 ，在两点zd 1, z2∈Ω之间的距离定义为d(z1, z2) inf ( )z dz
γ
ρ= ∫ ，这里 是在所有

连接z

inf

1, z2两点且各点全在Ω中的曲线γ上取的． 

对度量ρ，可以定义曲率
)(

)(log),( 2 z
zzK

ρ
ρρ Δ

−= ，其中Δ为 Laplace 算子，即 

2
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∂
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∂
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∂
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∂
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其中z = x+ i y = eiθ． 

StepⅡ  用微分几何的观点来认识 Liouville 定理 

定理 1[1]  若整函数f (z)将C映到U，如果在U上引入一个度量ρ，即 2dsρ = ρ2| dz | 2，使得对

任意z ∈ U ，其曲率K(z, ρ)满足K(z, ρ ) ≤ −B < 0 ，这里B为正的常数，则f (z)必为常数． 

为证明该定理需要引入下面的命题和定理 

命题 1  上述定义的曲率
)(

)(log),( 2 z
zzK

ρ
ρρ Δ

−= 与通常微分几何中定义的 Gauss 曲率相一

致． 

证明   由微分几何知识可知，给出了度量就相当于给出了曲面的第一基本形式

I = Edu2+2Fdudv+Gdv2，而由高斯的著名定理——曲面的高斯曲率是内蕴量，而在上述的曲面

是正交网，故F = 0 ．对于域Ω而言u = x , v = y ．此时 

⎥
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故有 
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22 2

2 2 2

2 2 2

( , )

( , ) ( , )

ds dz

x y dx dy
2x y dx x y dy

ρ ρ

ρ

ρ ρ

=

= +

= +

 

于是可知                      E = ρ2(x, y),G = ρ 2(x, y)，                    (2) 

将(2)代入高斯曲率公式(1)可知 K(z, ρ) = K ．于是上述定义的曲率与通常微分几何中定义

的 Gauss 曲率相一致．                                                       证毕． 

命题 2  曲率
)(

)(log),( 2 z
zzK

ρ
ρρ Δ

−= 是全纯映射下的不变量． 

讨论：若Ω1及Ω2为C中两个域，f为Ω1上的全纯函数，将Ω1映为Ω2，若ρ为Ω2上的一个度

量，且f ′不恒为零，则f * ρ = ( ρ ο f ) | f ′ |，于是定义了在Ω1上的一个度量，这度量称之为由度

量ρ 通过f (z)拉回来到Ω1上的度量．下面要证的是K(z, f * ρ ) = K(f (z), ρ)． 

证明  由全纯函数和调和函数性质可知Δlog| f ′ (z)|= 0 ，以及 

log( ( )) 4 log( ( ))

4 log(

f z f z
zz

f f )f
z fz f

ρ ρ

ρ

∂ ∂
Δ =

∂∂
⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂

= ⎨ ⎬∂ ∂∂ ∂⎩ ⎭

 

                                 = |f′ (z ) |2(Δ f  logρ)ο f (z )．                            

所以 

2

22

2

'( ) ( log ) ( )
( , * )

( ( )) '( )
( log ) ( )

( ( ))

f

f

f z f
K z f

f z f z
f z

f z

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

Δ
= −

Δ
= −

z

 

                               = K(f (z ) , ρ)．                             证毕． 

定理 2（Ahlfors-Schwarz引理）[1]  设f (z)为D(0,1)上的全纯函数，f (z)将D(0,1)全纯地

映为U，如果在U上引入一个度量ρ，即 2dsρ =ρ
2|dz | 2，使得其曲率在U上任一点都≤−1，则 

f * ρ ≤ λ(z)其中 21
2)(
z

z
−

=λ ， 

即 2dsρ ≤
2dsλ 也就是经过映射后，度量不增加． 

Ahlfors-Schwarz 引理有更一般的形式，在 D(0,α)(α>0)上定义度量 
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22

2( )
( )

A

z
A z

α
αλ

α
=

−
， 

其中 A>0，则这个度量在 D(0,α)中任一点上，其曲率为−A． 

定理 3（一般形式的Ahlfors-Schwarz引理）[1]  假设f (z)为D(0,α)上的全纯函数，f (z)将

D(0,α)全纯地映为U，如果在U上引入一个度量ρ ，即 2dsρ =ρ
2|dz | 2，使得其曲率在U上任一点

都≤ −B，则 

* ( ) ( )AAf z z
B αρ λ≤ 其中 22

2( )
( )

A z
A z

α
αλ

α
=

−
 

对每个 z∈D(0,α)都成立，这里 B 为正的常数． 

下面用定理 1 来证明 Liouville 定理． 

证明  若 f (z)为有界整函数，所以可以找到一个正的常数 M，使得| f (z)| ≤ M，当 z ∈ C

时都成立．于是全纯函数 )(1 zf
M

将 C 映到 D(0,1)之内，而在 D(0,1)上显然可以取度量λ，

其曲率为−1，故在上面的定理 1 中取 B = 1 ，得 )(1 zf
M

必为常数，故 f (z)必为常数，这就证

明了 Liouville 定理．                                                         证毕． 

StepⅢ  在域 D(α ,1)上证明 Liouville 定理 

定理 4  设f (z)为D(α ,1)上的全纯函数，f (z)将D(α ,1)全纯地映为U，如果在U上引入一

个度量ρ，即 2dsρ =ρ
2|dz | 2，使得其曲率在U上任一点都≤−1，则 

f * ρ (z) ≤ λ(z) 

即 2dsρ ≤
2dsλ 经过映射后度量不增加． 

为证明该定理需引入下面的定理 

定理 5（单值化定理）[1]  任意单连通的Riemann曲面一定一对一地全纯等价于下列三个

区域之一：单位圆、复平面C、扩充复平面C*，即Riemann球面 ． 2S

定理 6（Riemann映射定理）[1]  若U C为单连通区域，其边界点多于一点，z⊆ 0为U中任

意一点，则在U上存在唯一的一个单叶全纯函数f (z)，将U映到单位圆D(0,1)上，且f (z0) = 0 ，

f ′ (z0) > 0 ． 

定理 4 的证明   

讨论：我们由 Riemann 映射定理可以知道，单叶全纯函数 g: D(0,1)→D(α ,1)必定存在
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且唯一，并且由 f，g 皆是全纯函数，则可断言 f ο g 亦必是单叶全纯函数． 

证明  由 Riemann 映射定理可以知道，g: D(0,1)→D(α ,1)必定存在且唯一，我们知道

f ο g :D(0,1)→U 由 Ahlfors-Schwarz 引理，(f ο g ) * ρ (z) ≤ λ(z)其中 21
1)(
z

z
−

=λ 即 2dsρ ≤
2dsλ 也

就是经过映射后，度量不增加．  

(f ο g )*ρ (z)为 D(0,1)上的度量，g 为单叶全纯函数且保形，映射只做了个平移．再由

Ahlfors-Schwarz 引理和曲率是全纯映射下的不变度量，g 为单叶全纯函数且保形不改变距离，

可知 

(f ο g )*ρ ( z) = ρ ( f ( g (z)))| f ′ ( g (z))g ′ (z)|  

其中 g ′ (z) = 1，而                  f * ρ (ω) =ρ ( f ( ω))| f ′ (ω)|  

因 f 是定义在 D(α ,1)上的函数故 ω = g (z)．于是 

( f ο g ) * ρ = f * ρ ≤ λ，故 f * ρ (z) ≤ λ(z)．             证毕． 

引入度量 22

2
( )

A

A z
α

αλ
α

=
−

这里 A>0．则这个度量在 D(0,α)中任一点曲率为−A．进一步

下面的定理成为显然． 

定理 7  假设f (z)为D(a ,α)上全纯函数，将D(a ,α)映为U，如在U上可以引入一个度量ρ，

即 2dsρ =ρ
2 (z)dz2，使得其曲率在U上任一点都小于−B，则 * ( ) ( )AAf z

B αρ λ≤ z 对每个z∈ D(a ,α)

都成立，这里B为正常数． 

StepⅣ  用椭圆度量来考虑 Liouville 定理的证明． 

在 Ahlfors-Schwarz 引理中，我们以 Poincaré度量为研究对象，下面换一种度量来研究

Liouville 定理． 

在上述的研究中，我们始终以 Poincaré度量为研究对象，下面欲证引进椭圆度量 σ(z)后

仍可证明 Liouville 定理． 

定理 1  若整函数f (z)将C映到U，如果在U上引入一个度量ρ，即 2dsρ =ρ
2 |dz|2，使得对任

意z∈U，其曲率K(z, ρ)满足K(z, ρ)≤ −B < 0 ，这里B为正的常数，则f (z)必为常数． 

证明  对任意 α>0，f (z)将 D(0,α)映到 U 之内，在 D(0,α)利用椭圆度量 21
1)(
z

z
+

=σ 上

定义度量 
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22

2 , 0
( )

A A
A z

α
ασ

α
= >

+
 

显然在 D(0,α)中任一点，其曲率均为 A．定义函数 

* ( )( )
( )A

f zv z
zα

ρ
σ

=  

则在 D(0,α)上 v(z)是非负的连续函数，f * ρ (z)在 (0, )D α 上有界的，且 为连续的正

值函数，所以 v(z)只能在 D(0,α)的某点 τ处取得极大值． 

( )A zασ

(1)  若有 f * ρ (τ) = 0 则由 α的任意性及零点的惟一性可知 α→+∞由于 f (z) 为全纯函数，

所以 f (z) = 常数． 

(2)  不妨假设 f * ρ (τ) > 0，因此，由定理 1 中假设 K(τ，f * ρ )≤−B 由于 log v(z)在 τ点处

取得极大值故有 

2 2

2 2

log ( ) log * ( ) log ( ) 0

( , * )( * ( )) ( , )( ( ))

( * ( )) ( ( ))

A

A A

A

v f

K f f K

B f A

α

α α

α

τ ρ τ σ τ

τ ρ ρ τ τ σ σ τ

ρ τ σ τ

Δ = Δ −Δ ≤

= − +

≥ +

 

* ( ) ( )AAf z z
B αρ σ⇒ ≤ −  

此时得出 f * ρ (z) ≤ 0 ，矛盾！由(1)的结论，故 f * ρ (z) = 0 ，⇒ f (z)必为常数． 

综合(1)、(2)可知 f (z)必为常数．                                           证毕． 

相应地，如果我们引入椭圆度量来描述 U 上的曲率，将 Ahlfors-Schwarz 引理中的 U 中

曲率改为≥1 或≤1，则会有什么样的结果？ 

仿照Ahlfors-Schwarz引理的证明[1]． 

3.1  U 中曲率改为≥1 

任意固定 r∈(0,1)，在以原点为中心，r 为半径的圆 D(0,r)上定义度量 2 2

2( )r
rz

r z
σ =

+
，显

然在 D(0,r)中任一点上，其曲率均为 1．定义函数 

* ( )( )
( )r

f zv z
z
ρ

σ
=  

我们知道v(z)是 (0, )D r 上的非负有界函数，则必在 (0, )D r 上取得极大值τ和极小值α．令r→1−0，

就可得到σr(z)→σ(z)．于是  
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2 2

  
2 2

 

log ( ) log * ( ) log ( ) 0

( , * )( * ( )) ( , )( ( ))

( * ( )) ( ( ))

r

r r

r

v f

K f f K

f

τ ρ τ σ τ

τ ρ ρτ τ σ σ τ

ρτ σ τ

Δ =Δ −Δ ≤

=− +

≤− +

 

不可确定 v(z)的极大值是否≤1，但 

 
2 2

  
2 2

 

log ( ) log * ( ) log ( ) 0

( , * )( * ( )) ( , )( ( ))

( * ( )) ( ( ))

r

r r

r

v f

K f f K

f

τ ρ τ σ τ

τ ρ ρτ τ σ σ τ

ρτ σ τ

Δ =Δ −Δ ≥

=− +

≤− +

 

可确定 v(z)的极小值≤1． 

3.2  U 中曲率改为≤1 

同理按照上面的定理可确定 v(z)的极大值≤1 但极小值不确定． 

于是椭圆度量经过全纯映射后不可确定其是否增加或减少，这对于我们研究 Liouville 定

理是不方便的．事实上我们知道一个平面区域 G ⊂ C ，若它的余集（包括∞）多余两个点，

则 Poincaré度量是该区域上的超双曲度量中的最大者，对于椭圆度量，其曲率为 1，不可作为

分界线，没有像 Poincaré度量那么好的性质． 

Liouville 定理的证明．我们可以利用定理 4 和定理 7 给出 Liouville 定理的证明，但证明

过程类似于利用定理 1 的证明过程，这里就不再赘述． 

由 Liouville 定理知道：若整函数 ω = f (z)将 C 映到有界域，则 f (z)必为常数．若整函数

ω = f (z)将 C 映到无界域 U，即使 C\U 是一个线段，这个整函数仍可为常数，不但如此，显然

可见，我们可以取这根线段的长度为任意小的正数，这时候 f (z)仍为常数．一般的，我们有

如下定理： 

定理 8（Picard小定理）[1]  若整函数ω = f (z)将C映到U，而C\U至少包含两点，则f (z)必

为常数． 

StepⅤ  利用调和函数和次调和函数来考虑 Liouville 定理的证明 

如果设函数 f (z) = u(x, y)+iv(x, y)，由 f (z)的解析性可知二元实函数 u(x, y)，v(x, y)都是调

和函数，而 f (z) = u(x, y)+iv(x, y)恒为常数等价于 u(x, y)，v(x, y)同时恒为常数，一个自然的问

题：能否从调和函数 u(x, y)，v(x, y)入手来证明 Liouville 定理呢？事实上 

定理 9[2]  有上界或有下界的调和函数必为常数． 

于是可知Liouville定理成为显然，说明这是强于Liouville定理得结果．这个定理的证明可

以利用下面的引理证明．对于调和函数u(x, y)和任意的常数c，易知−u(x, y)和u(x, y)+c都是调

和函数，所以要证明定理 9，只需要证明u(x, y) ≥ 0 的情形就可以了．设Ω ⊂ R 2是单连通域，
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BB(x,y)(r) ⊂ Ω表示任意的以(x, y)为中心，以 r 为半径的开圆域，u(x, y) ∈ C (Ω)． 

引理 1[2]  设u(x, y) ∈ 0 0( , )( (x yC B r))是非负的调和函数，则有下面的估计： 

),(2),( 0000 yxu
r

yx
x
u

≤
∂
∂

和 ),(2),( 0000 yxu
r

yx
y
u

≤
∂
∂  

由上面的引理可知，当取极限 r→+∞时，则有
x
u
∂
∂ = 0 =

y
u
∂
∂

由点(x, y)的任意性得到 u(x, y)

恒为常数．定理 9 得证．                                                       证毕． 

此外定理 9 可以利用Hanack不等式证明[2]． 

Hanack 不等式：设 u(x, y) ∈ 0 0( , )( (x yC B r))是非负的调和函数，则有不等式： 

ryyxxdyxu
dr
dryxuyxu

dr
dr

<−+−=
−
+

≤≤
+
− 2

0
2

00000 )()(),,(),(),( ． 

由上面的Hanack不等式可知，只需取极限r→+∞时，可得u(x, y) = u(x0, y0)，因为(x, y)是

任意的，所以u(x, y)恒为常数，定理 9 得证．                                   证毕． 

推广：在高维欧氏空间上有 

定理 10[2]  有上界或有下界的调和函数u(x1, x2,…,xn)必为常数． 

现在我们证明次调和函数同样有如此好的性质． 

定理 11  有界次调和函数 u(z)必为常数． 

命题 3  次调和函数u(z)对于每一圆盘|z−z0 | ≤ r ，u(z)恒满足不等式 

θ
π

π θ drezuzu i∫ +≤
2

0 00 )(
2
1)(  

命题 4[5] u(x, y)是Ω ⊂ R2中次调和函数，B(a,ρ) ⊂ Ω为开圆域，Ω ⊂ R2是单连通域，a = ( x0, 

y0)，u(x, y) ∈ C(Ω)．在圆周C(a,ρ)上定义Possion积分Pu(z)，令|z−a |2= r2， 

)(zPu = θ
ρ

ρ
ρ

π θ

π θ d
aze

az
eau

i

i
2

22
2

0 )(
)(

2
1

−−

−−
+∫  

由次调和函数性质，Pu(z)为B(a,ρ) ⊂ Ω上的调和函数，并且满足平均值性质． 

命题 5 上述的调和函数Pu(z)满足以下两个性质： 

1、 ∫∂=
)(00

)0,0(2
1),(

ρπρ yxB uu dsPyxP  

2、
( , )0 0

0 0 2 ( )

1( , )
x y

u uB
P x y P dxdy

ρπρ
= ∫  
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证 明   由 调 和 函 数
2

0

1( ) ( e )
2

i
u uP a P a r d

π θ θ
π

= +∫ ， 此 时 0 < r < + ∞有
1d d
r

θ = s ，

x = r cosθ,y = r sin θ．于是得到    

( , )0 0

2

0

( )

1( ) ( , )
2

1 ( , )
2 x y

u u

uB r

P a P x y ds
R

P x y ds
R

π

π

π ∂

=

=

∫

∫
 

在上式中用ρ替代 r，得     ∫∂=
)(00

)0,0(2
1),(

ρπρ yxB uu dsPyxP ． 

于是 ∫∂=
)(00

)0,0(2
1),(

ρπ
ρ

yxB uu dsPyxP ，两边对ρ求 0→R 的积分，得到 

∫ ∫∫ ∂
=

R

B u

R

u
yx

dsPddyxP
0 )(000

)0,0(2
1),(

ρ
ρ

π
ρρ σ

π ρ
dPRP

yxB uu ∫∫=⇒
)(

2

)0,0(2
1

2
1

， 

而 dσ = dxdy 可知              ∫∂=
)(200

)0,0(

1),(
ρπρ yxB uu dxdyPyxP ．                证毕． 

定理 11 的证明  我们知道在B(a,ρ) ⊂ Ω上有u ≤ Pu，在圆周∂B(a,ρ)上u = Pu．若u(x, y)为

有界函数，则Pu(x, y)亦必为有界函数，则∃c，使得 

c+ u(x, y) ≥ 0 , c+ Pu(x, y) ≥ 0  

即为非负的有界次调和函数．于是有由命题 5 和引理 1 得 

),(1),(
),(

),(
)),((

000000 yxPyx
x

yxP
yx

x
yxPc

u
uu

ρ
≤

∂
∂

=
∂

+∂
         (3) 

 

),(1),(
),(

),(
)),((

000000 yxPyx
y

yxP
yx

y
yxPc

u
uu

ρ
≤

∂
∂

=
∂

+∂
         (4) 

于是对上面(3)、(4)式中令ρ→+∞故Pu为常数 ．而 m

Pu(z ) = θ
ρ

ρ
ρ

π θ

π θ d
aze

az
eau

i

i
2

22
2

0 )(
)(

2
1

−−

−−
+∫  

Pu(a ) =
2

0

1 ( )
2

iu a e d m
π θρ θ

π
+ =∫  

而 在 ( , )B a ρ 内 u(a+ρeiθ) ≤ Pu(a ) ， 不 妨 设 u(β) < Pu(a) 即 β,β = a +ρ∃ 1eiθ 其 中

ρ1= |a−β | ,θ1∈ [ 0,2π]，由于 的连续性，存在区间I ⊂ [ 0,2π]使得θu 1∈I，并且∀ θ ∈ I ，有

u(a+ρ1eiθ) < Pu(a) = m ，于是 
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2

0

1( ) ( )
2

i
um P a u a e d m

π θρ θ
π

= = + <∫  

矛盾！因此在 ),( ρaB 上，u = Pu= m ．由a点任意性，故u为常数m．                证毕． 

接下来证明有上界或有下界的次调和函数也有如此性质． 

定理 12  有上界的或有下界的次调和函数必为常数． 

证明  在复平面 C 上，分下面两种情况讨论： 

(Ⅰ)  若u(x, y)有下界，则 C使得u(x, y)+ C ≥ 0,故P∃ u(x, y) ≥ 0，由命题 4 和定理 9 可知调

和函数Pu(x, y)＝常数，于是由定理 11 可知u＝常数． 

(Ⅱ)  若u(x, y)有上界的次调和函数，则u(x, y ) ≤ M,而−u(x, y)不一定为次调和函数，但−u(x, 

y ) ≥ −M，作Possion积分构造调和函数Pu，−u(x, y ) ≥ −M有下界，则 uP− 亦有下界，由Ⅰ的结

论可知−Pu＝常数，由x，y的任意性，可知u＝常数．                       证毕． 

故有上界的或有下界的次调和函数必为常数．自然地，将该结论推广到高维空间 nR 上，

有 

定理 13  有上界或有下界的次调和函数u(x1, x2,…,xn)必为常数． 

StepⅥ  初等方法证明 Liouville 定理以及 Liouville 定理的推广 

证明  由 Liouville 定理的条件可知，若 f (z)非常数，则∃R,M 使得| f (z)|在闭圆 ),0( RB 上

取得最大值 M，而 f (z)为复平面上的整函数，故| f (z)|亦在闭圆 )1,0( +RB 上取得最大值 M，由

最大模原理可知矛盾！于是 f (z)必为常数．                                    证毕． 

由 Cauthy 积分公式可知，该定理的本质是解析函数的外部边界值决定函数的内部值，而

内部值会影响外部值的取定．这是一个非局部性命题，也是模有界定理，其逆也真，即有常

数是有界整函数；此定理的逆否定理为：非常数的整函数必无界． 

Liouville定理的推广：设f (z)是一个整函数，且假定存在着一个正整数n，以及两个正数R

与M，使当|z| > R时，| f (z)| ≤ M |z|n．试证明f (z)是一个至多n次的多项式或一常数． 

证明   由 [4]可知 f (z)必是一多项式．下面反设 f (z)是大于n次的多项式， ∃ m使得

ϕ (z)=mzn+1 在复平面的圆C(0,α)上（α足够大）满足|ϕ (z)| > | f (z)|，由儒歇定理可知，ϕ (z)与

f (z)+ϕ (z)有同样多的零点，而f (z)大于n次，故f (z)+ϕ (z)的次数超过n次，由代数基本定理可

知 f (z)+ϕ (z) 的 零 点 多 于 n 个 ， 矛 盾 ！ f (z) 是 一 个 至 多 n 次 的 多 项 式 或 一 常

数．                                                                       证毕． 
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三、结束语 

正如引言中所述本文从不同角度对 Liouville 定理进行了认识，当然对该类问题的探讨还

有很多，这仅是我个人的一点微薄见解，错误和不足之处在所难免．在证明过程中产生以下

疑问，这些疑问在笔者的能力范围内未能给予证明，当然也不可确认某些问题是正确的，只

是浅薄地谈了对这些问题的一些看法． 

1、椭圆度量没有像 Poincaré度量那么好的性质，从几何角度考虑这意味着什么？ 

2、椭圆度量的曲率为 1，可以作为研究曲率大于等于 1 度量的分界线吗？ 

3、研究曲率可以分为 1，0，1，但研究度量却没有这样的对称性．那么欧氏度量在特

定条件下是否具有 Poincaré度量那么好的性质呢？ 

−

4、是否存在映射 ，使得椭圆度量在 的作用下度量不增？ f f

5、Liouville 定理提出的具体时间是那一年？该定理提出的物理背景是什么？ 
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The statements of the proof of Liouville theorem 
Wu Lichong 

(College of Mathematics and Information Science，Northwest Normal University  Lanzhou Gansu 730070) 

Abstract  In this paper we prove the Liouville theorem in some approaches，then generalize it in 

some cases．Especially the proof of Liouville theorem by the Ahlfors-Schwarz lemma under the 

changed metric and the proof by the subharmonic function are gived．At the end of the paper ，we 

give another special proof of the Liouville theorem． 
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