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4.2 ÿÿÿ///­­­ÇÇÇ���ÿÿÿ///LLLÇÇÇ

�!�e�!ïÄ­¡þ�ÿ/��
O�, �����/ïá­¡þ
­��aquR3 ¥­��“Frenet”IeÚ“Frenet”úª, l¥ÚÑÿ/­
ÇÚÿ/LÇ�Vg. �±��, duk­¡�0\, ù��ïÄòïá3
¥R3 ­�ØÚ­¡Ø�Ä:�þ, ���(Øg,��´L. du�!��
8¥?Øÿ/­Ç, ÖöJ�¬ú�·���{k
mÞ��, ØLùò�
e�Ù^	�©Ú��¹ÄIe{­#ïÄ­¡þ�­�m�Þ, ù�´y
1�á�61�{, NyX'u­¡þ­��ïÄ�{�Ú�, ��{, ïÄ
SN�8¥�A:.

�­¡S ��§�r = r(u1, u2), C ´S þLP (u1, u2)��^­�, ë
ê�§´ui = ui(s), Ù¥s´l�ëê. @o­�C ��R3 ¥­��ëê
�§´

γ = γ(s) = r(u1(s), u2(s)). (2.1)

�A�FrenetIeEP�{γ(s);T (s),N(s),B(s)}, κ(s)�Ù­Ç¼ê. y
3, ·�÷­�C ïá��#���Ie|{γ(s);T (s),n(s) × T (s),n(s)}
(5¿ùpn(s) = n(u1(s), u2(s))), ù��Ie|o�
­�C Ú­¡S, �
é{§Ny­�NX3­¡þù�A:. Uì¹ÄIe�g�, éþã��
Ie|�û¿3TIee©), Kk

d

ds


T

n × T

n

 =


0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τg(s)

−κn(s) −τg(s) 0




T

n × T

n

 , (2.2)

Ù¥κg, κn, τg ´dþª��(½�¼ê:

κg(s) =
dT

ds
· (n(s) × T (s)),

κn(s) =
dT

ds
· n(s),

τg(s) =
d(n × T )

ds
· n(s).

(2.3)

²w/, ùp�κn TÐ´­¡S ÷­�C �����{­Ç. ¡κg �­¡S

þ­�C �ÿ/­Ç, τg �­¡S þ­�C �ÿ/LÇ.
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�
8�A^�B, e¡�Ñ'uÿ/LÇ�A�Ä�¯¢.

íØ 2.1 (i) κg = κ cos ∠(n,B);

(ii) κ2 = κ2
g + κ2

n;

(iii) κg(n × T ) =
2∑

k=1

(
d2uk

ds2 +
2∑

i,j=1
Γk

ij
dui

ds
duj

ds

)
rk.

y² dκg �½Âª (2.3)ÚFrenetúª´� (i). 5¿� dT
ds = κN(s),

(Ü (2.2)BkκN = κg(n×T ) + κnn, ddá=�
 (ii). �
�y (iii), |
^­��ëê�§ (2.1)Ú­¡3g,Iee�$Äúª, Xe��O�

dT

ds
=

d

ds

(
ri

dui

ds

)
=

d2ui

ds2
ri +

dui

ds

(
Γk

ij

duj

ds
rk + bij

duj

ds
n

)
=

(
d2uk

ds2
+ Γk

ij

dui

ds

duj

ds

)
rk + bij

dui

ds

duj

ds
n.

(2.4)

ò (2.4)� (2.2)'�=�(Ø (iii). κg(n × T )¡�­�C �ÿ/­Ç�þ

e¡½n�Ñÿ/­ÇÚÿ/­Ç�AÛ)º.

½n 2.2 ­�C 3P :�ÿ/­Ç�þ=�C 3�²¡TP þ�ÝK
­�C ′ 3P :�­Ç�þ. �é{`, ÿ/­Ç=�3�²¡þÝK­��
�é­Ç.

y² ò­�C ÝK��²¡TP þ, ��TP þ��^­�C ′, ù�Ý
K��Ò�¤
��Î¡Σ(Xã2.1). ­�C ÚC ′ Ñ´ΣþLP :�­�,

§3P :���þÑ´T , 
�κg(n × T )�w¤´C 3P :'uÎ¡Σ�
{­Ç�þ, ¤±éÎ¡Σ$^Meusnier½n���, κg(n × T )½�C ′ '
uÎ¡Σ�{­Ç�þ, �´­�C ′ q�w¤Î¡ΣþLP :�Au��T

�{��. Ïdκg(n × T )Ò´C ′ �­Ç�þ.

±eí�ò�Ñÿ/­Ç��S%�O�úª, l
`²ÿ/­Ç´­
¡�S%AÛþ. Äk, �âíØ2.1(iii)�

κg =
2∑

k=1

d2uk

ds2
+

2∑
i,j=1

Γk
ij

dui

ds

duj

ds

 rk · (n × T ).
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r1 · (n × T ) =
(

n,
du1

ds
r1 +

du2

ds
r2, r1

)
= −du2

ds
|r1 × r2|,

r2 · (n × T ) =
(

n,
du1

ds
r1 +

du2

ds
r2, r2

)
= −du1

ds
|r1 × r2|,

Ïd,

κg =
√

g

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
du1

ds
d2u1

ds2 +
2∑

i,j=1
Γ1

ij
dui

ds
duj

ds

du2

ds
d2u2

ds2 +
2∑

i,j=1
Γ2

ij
dui

ds
duj

ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.5)

úª (2.5)v±`²ÿ/­Ç´S%AÛþ, lL«/ª5`�'�N
´PÁ. �
¢SO����B, XJÀ�­¡S þ������ëê­�
�, Kÿ/­ÇU
�¤'�{ü�L�ª, ¡�Liouvilleúª. ·�¡E
¦^Gauss�PÒ, Lã¤Xe½n.

½n 2.3(Liouvilleúúúªªª) � (u, v)´­¡S þ���ëêX, C :

u = u(s), v = v(s)´S þl�ëê­�. b½C �u-­�����Y��θ,

K­�C �ÿ/­Ç�

κg =
dθ

ds
− 1

2
√

G

∂ lnE

∂v
cos θ +

1
2
√

E

∂ lnG

∂u
sin θ. (2.6)

y² db½, (u, v)´��ëêX, �C �u-­�����Y��θ,

�±|^�²¡��IO��Ä{e1 = ru√
E

, e2 = rv√
G
}éT ?1©), ��

T = cos θ e1 + sin θ e2, (2.7)

d�

n × T = (e1 × e2) × (cos θ e1 + sin θ e2)

= cos θ e2 − sin θ e1,

dT

ds
= cos θ

de1

ds
+ sin θ

de2

ds
+ (− sin θ e1 + cos θ e2)

dθ

ds
,

(2.8)

ò (2.8)�\ÿ/­Ç�½Âª, ��O���

κg = e2 ·
de1

ds
+

dθ

ds

=
1√
EG

(
ruu · rv

du

ds
+ ruv · rv

dv

ds

)
.

(2.9)
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2g|^ru, rv ���5, ?�Úíü��

ruu · rv = (ru · rv)u − ru · ruv = −ru · ruv

= −1
2

∂

∂v
(ru · ru) = −1

2
∂E

∂v
,

ruv · rv =
1
2

∂

∂u
(rv · rv) =

1
2

∂G

∂u
.

(2.10)

,	, ò (2.7)ª�T = ru
du
ds + rv

dv
ds �'�, �k

du

ds
=

cos θ√
E

,
dv

ds
=

sin θ√
G

. (2.11)

��ò (2.10)Ú (2.11)�\ (2.9), {ü�nB�Liouvilleúª. ¤

�!��, ·�5?Øÿ/LÇ. dg,Ie�$Äúª��

n′(s) =
∂n

∂ui

dui

ds
= −bj

i

dui

ds
rj ,

òÙ�\ÿ/LÇ�½Âª, ¿Xe��O�:

τg = (n,n′,T ) = −bj
i

dui

ds

duk

ds
(n, rj , rk)

=
(
−b1

i

dui

ds

du2

ds
+ b2

i

dui

ds

du1

ds

)
|r1 × r2|

=
√

g

(
−b1

2

(
du2

ds

)2

+ (b2
2 − b1

1)
du1

ds

du2

ds
+ b2

i

(
du1

ds

)2
)

.

£Á bj
i = gjkbki, ¿5¿�

(
g11 g12

g21 g22

)
=

(
g22

g −g12

g

−g12

g
g11

g

)
, N´O���

−b1
2 =

1
g

∣∣∣∣∣g12 g22

b12 b22

∣∣∣∣∣ , b2
2 − b1

1 =
1
g

∣∣∣∣∣g11 g22

b11 b22

∣∣∣∣∣ , b2
1 =

1
g

∣∣∣∣∣g11 g12

b11 b12

∣∣∣∣∣ .

Ïd

τg =
1
√

g

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

du2

ds

)2
−du1

ds
du2

ds

(
du1

ds

)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.12)
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lÿ/LÇ�O�úª (2.12)ØJuye¡A�¯¢:

(1) ÿ/LÇÚ{­Ç��, ´­¡þ����¼ê, �N­¡���
5�Ú­��5�.

(2) ­¡þ3�:?���ü^­�3�:?äk�Ó�ÿ/LÇ.

(3) ÿ/LÇØ´­¡�S%AÛþ.

(4) ­¡�Ì��TÐ´¦ÿ/LÇ�"����, Ïd, ­¡þ�­
Ç��Ð´÷Ù����ÿ/LÇ�"�­�. �ó�, ­Ç���©�§
�duτg = 0.

SK4–2

1. O�­�r =
(

1
k cos ks, 1

k sin ks, h
)

�­Ç, Ù¥0 < h < 1, k = 1√
1−h2 . ¿

¦§3ü ¥¡þ���{­Ç9ÿ/­Ç, ¿�y:

κN = κnn + κg(n × T ).

2. é��ëê­��, ¦ëê­��ÿ/­Çκgu �κgv , ¿�y
(1) Liouvilleúª��¤κg = dθ

ds + κgu cos θ + κgv sin θ

(2) ­¡�Gauss­ÇK = 1√
EG

[
∂
∂v (kgu

√
E) − ∂

∂u (kgv

√
G)

]
.

=y²> ��I­��¤����, dO�ÿ/­Ç�Liouvilleúª,

éu-­�, θ = 0, Kκgu = − 1
2
√

G
∂ ln E

∂v = − (
√

E)v√
EG

. 
év-­�, θ = π
2 , K

κgv = 1
2
√

E
∂ ln G

∂u = (
√

G)u√
EG

. k
ù
úª, K8�(ØÑ´N´�y�.

3. �e1, e2 ´­¡S 3:p�ü�*d���Ì��, ÙéA�Ì­Ç´
κ1, κ2. y²: ­¡S 3:p?÷�e1 ¤ θ ������ÿ/LÇ´

τg =
1
2
(κ2 − κ1) sin 2θ =

1
2

dκn(θ)
dθ

.

4. y²: κ2
n + τ2

g − 2Hκn + K = 0
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