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           Ch 9  不定积分 （ 16时 ）

     § 1   概念  基本公式   初等化简求积分（ 2时 ）

引入： 微分问题的反问题，运算的反运算.

一. 不定积分的定义:
1．  原函数：
       例1  填空:  
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        定义.    注意
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        原函数问题的基本内容：存在性，个数，求法.

        原函数的个数:
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        原函数的存在性:  连续函数必有原函数.   ( 下章给出证明 ).

可见, 初等函数在其定义域内有原函数;  若
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2. 不定积分—— 原函数族：:  定义,  不定积分的记法,  几何意义.
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3. 不定积分的基本性质:  以下设
[image: image38.wmf])

(

x

f

和
[image: image39.wmf])

(

x

g

有原函数.

          ⑴   
[image: image40.wmf](

)

ò

ò

=

=

¢

dx

x

f

dx

x

f

d

x

f

dx

x

f

)

(

)

(

       

),

(

 

)

(

 

. (先积后导, 形式不变).

          ⑵   
[image: image41.wmf]ò

ò

+

=

+

=

¢

c

x

f

x

df

c

x

f

dx

x

f

)

(

)

(

   

,

)

(

)

(

.   (先导后积, 多个常数)

          ⑶  
[image: image42.wmf]0

¹

a

时，  
[image: image43.wmf]ò

ò

=

.

)

(

)

(

dx

x

f

dx

x

f

a

a


         ⑷   
[image: image44.wmf]ò

ò

ò

±

=

±

.

)

(

)

(

))

(

)

(

(

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f


由⑶、⑷可见, 不定积分是线性运算, 即对
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二.  不定积分基本公式:   基本积分表.  [1]P240—242  公式1—14.
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三．利用初等化简计算不定积分:   参阅[4]P181.
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          Ex  [1]P244  2，3，4 ⑴―⒁；

                [4]P247—254   1—3，5，6，72 ⑴―⑸⑻⑼.

            § 2      换元积分法与分部积分法 （1 0 时 ）
    一.   第一类换元法 ——凑微法：
   由
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引出凑微公式.
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该定理即为：  若函数
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   常见微分凑法：[4]P183—190.

凑法1   
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由例4—7可见，常可用初等化简把被积函数化为
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例14 其他凑法举例:
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         Ex   [1]P253—254   1⑴—(24)；

             [4] 254—256  74—81.

3. 第二类换元法 —— 拆微法：[2]P192
   从积分
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参[2]P192.
常用代换有所谓无理代换, 三角代换, 双曲代换, 倒代换, 万能代换, Euler代换等.
我们着重介绍三角代换和无理代换.

(1)     1.   三角代换:   [4]P194.

⑴  正弦代换:  正弦代换简称为“弦换”. 是针对型如
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⑵  正切代换:  正切代换简称为“切换”. 是针对型如
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(3)        例31  
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   ⑶正割代换:  正割代换简称为“割换”. 是针对型如 
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解法二   （ 凑微 ） 参阅[1]P250 E12.  

2. 无理代换:  [4]P192.   
若被积函数是
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若被积函数中只有一种根式
[image: image183.wmf]n

b

ax

+

或
[image: image184.wmf],

n

e

cx

b

ax

+

+

可试作代换
[image: image185.wmf]n

b

ax

t

+

=

或

[image: image186.wmf].

n

e

cx

b

ax

t

+

+

=

.  从中解出
[image: image187.wmf]x

来.

       例36   
[image: image188.wmf]ò

+

+

3

2

1

x

dx

.                            
       例37   
[image: image189.wmf]ò

+

.

1

1

dx

x

x

x

   
       例38   
[image: image190.wmf]ò

.

sin

dx

x

x

      (给出两种解法)
例39   
[image: image191.wmf]ò

ò

ò

=

×

+

======

-

=

-

-

=

tdt

t

t

x

d

x

x

dx

x

x

x

t

2

)

1

(

2

1

)

(

 

1

2

1

1

2

1

2

2

2

2

3

2


 
[image: image192.wmf]ò

+

-

+

-

=

+

+

=

+

=

c

x

x

c

t

t

dt

t

t

2

3

2

2

5

2

3

5

2

4

)

1

(

3

1

)

1

(

5

1

3

5

)

(

.

本题还可用割换计算, 但较繁.

3. 双曲代换:  利用双曲函数恒等式 
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:参阅复旦大学 (陈传璋等)编,  数学分析,  上册P24.

例40    
[image: image199.wmf]ò

ò

ò

=

=

×

=====

+

=

tdt

ch

a

achtdt

acht

dx

x

a

asht

x

2

2

2

2


           
[image: image200.wmf]=

¢

+

+

=

-

=

ò

c

t

a

t

sh

a

dt

t

ch

a

2

2

4

)

1

2

(

2

2

2

2


           
[image: image201.wmf]c

x

a

x

a

x

a

x

+

+

+

+

+

=

)

ln(

2

2

2

2

2

2

2

.

例40 本题可用切换计算,但归结为积分
[image: image202.wmf]ò

tdt

3

sec

, 该积分计算较繁. 参阅后面习题课例3.

例41   
[image: image203.wmf]ò

+

.

2

2

x

dx

  ( 例30曾用切换计算过该题. 现用曲换计算 ).

解  
[image: image204.wmf]ò

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

¢

+

=

=

======

=

1

2

2

ln

  

2

2

2

2

x

x

c

t

dt

dt

cht

cht

I

sht

x



 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf]c

¢

+


例41                        
[image: image206.wmf]2

ln

  

          

.

)

2

ln(

  

2

-

¢

=

+

+

+

=

c

c

c

x

x

.

  
[image: image207.wmf]ò

-

2

2

a

x

dx

. ( 例32曾用割换计算过该题. 现用曲换计算 ).

解  
[image: image208.wmf]=

¢

+

-

+

=

¢

+

=

=

====

ò

ò

=

c

a

x

a

x

c

t

dt

dt

asht

asht

I

acht

x

  

1

  

  

  

ln

2

2


      
[image: image209.wmf].

|

|

ln

  

          

.

|

|

 

ln

  

2

2

a

c

c

c

a

x

x

-

¢

=

+

-

+

=


4. 倒代换:  当分母次数高于分子次数,  且分子分母均为“因式”时, 可试用

例42 倒代换
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5. 万能代换: 万能代换常用于三角函数有理式的积分(参[1]P261). 令
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解法二 ( 用初等化简 )  
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解法三 ( 用初等化简, 并凑微 )
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代换法是一种很灵活的方法, 参阅[4]P204 例49.

          Ex  [1]P245  1(25)(27)(28)—(32);

                [4]P256  82—84.

    三.  分部积分法:  导出分部积分公式. 介绍使用分部积分公式的一般原则.

      1.  幂 
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2 建立所求积分的方程求积分:  分部积分追求的另一个目标是: 对被积函数两

因子之一求导, 进行分部积分若干次后, 使原积分重新出现, 且积分前的符号不为 1. 于

例53 是得到关于原积分的一个方程. 从该方程中解出原积分来.     
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          Ex   [1]P254  2⑴―⑼;  [4]P256—257  85—88.

           § 3  有理函数和可化为有理函数的积分简介( 2时 )
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一. 有理函数的积分:

     1.  代数知识:   [1]P256

例1    [1]P256 E1

      2.  部分分式的积分:   [1]P258

例2  [1]P259 E2.
例3  [1]P260 E3.

二.  三角函数有理式的积分:   [1]P261  万能代换.

例4—5   [1]P261—262  E4—5.

3. 某些无理函数的积分:  留为阅读.

4. 一些不能用初等函数有限表达的积分:  [1]P267.以及
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Ex  [1]p268  1 ⑴ ⑵， 2 ⑴―⑷ ⑻ ⑽ ⑾.
        习    题   课 ( 2时 )

    一.  积分举例 :
例2        例1  
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例4  已知 
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2. 含有二次三项式的积分:
例8  
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例9  
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4.          Ex         [1]P254—255  3，4，5；    [4]P257  90，91.
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