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             Ch 8  实数基本定理 （ 1 8 时）

               § 0   连续统假设简介 （ 2 时 ）

一． 数的发展简史：参阅《数学分析》选讲讲稿P66—76（1997. 8.10 ）.
1. 自然数的产生:  十九世纪数学家 Leopold  Kronecker说: 上帝创造了整数,

其余则是我们人类的事了.

2. 从自然数系到有理数系:

3. 算术连续统假设的建立及其破灭:

不可公度性的发现及其深远影响.

        Pythagoras （约在纪元前六世纪）， Hippasus， Leonardo　da  Vinci 称为

“无理的数”.  Eudoxus ,   Euclid.

4. 微积分的建立:

        Newton ,  Leibniz ;  Euler ,  Lagrange ,  D′Alembert ,  Laplace ;

        Voltaire ,  B. Berkeley .

        十九世纪分析学理论的重建工作: B.Bolzano , A.Cauchy ,  Abel , Dirichlet,

        Weierstrass .

         Archimedes数域.

5. 实数系的建立:    

           十九世纪后半叶由Weierstrass , Meray , Dedekind , Cantor 等完成.
2. 连续统假设:
1. 连续统假设: 以Cantor实数为例做简介. 

Cauchy ( 1789—1857, 法 ), Bolzano (1781—1845 ), Cantor ( 1829—1920 ).

在他们的著作中表现了实数连续性的观点.  1900年, 哥庭根大学教授Hilbert

( 1862—1943, 德 )在巴黎国际数学家代表大会上的致辞中 , 提出了二十三个研究课题 ,

其中的第一题就是所谓连续统假设. 首当其冲的是关于连续统观点的算术陈述.

( 参阅 D.J.斯特洛伊克著《数学简史》P160—161 ).

      连续统假设的研究现况.

2. 实数基本定理: 

       连续统假设的等价命题. 共有九个定理, 我们介绍其中的七个. 另外还有

上、下极限定理和实数完备性定理.
                § 1  实数基本定理的陈述 （ 4 时 ）

一． 确界存在定理：回顾确界概念．

     Th 1   非空有上界数集必有上确界 ；非空有下界数集必有下确界 .
2. 单调有界原理:  回顾单调和有界概念 .
      Th 2   单调有界数列必收敛 .

3. Cantor闭区间套定理 :

1. 区间套:  设
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则称该闭区间序列为一个递缩闭区间套,  简称为区间套 .

简而言之,  所谓区间套是指一个 “闭、缩、套” 区间列.

区间套还可表达为:
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我们要提请大家注意的是, 这里涉及两个数列
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2. Cantor区间套定理:

Th 3  设
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      简言之, 区间套必有唯一公共点.

四． Cauchy收敛准则 —— 数列收敛的充要条件 :

1. 基本列 :  回顾基本列概念 . 基本列的直观意义 . 基本列亦称为Cauchy列.

例1    验证以下两数列为Cauchy列 :

           ⑴   
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综上 , 对任何自然数
[image: image50.wmf]p

, 有

         
[image: image51.wmf]1

2

1

 

 

1

)

(

2

)

1

(

3

2

1

1

2

1

0

1

+

£

-

+

-

+

+

+

-

+

£

+

n

p

n

n

n

p

L

 
[image: image52.wmf]n

1

  

<

. ……

    Cauchy列的否定: 

例2    
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2. Cauchy收敛原理:

      Th 4  数列
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( 要求学生复习函数极限、函数连续的Cauchy准则，并以Cauchy收敛原理为依据，利

用Heine归并原则给出证明 )

    五.  致密性定理:

数集的聚点(亦称为接触点):
定义  设
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1. 列紧性:  亦称为Weierstrass收敛子列定理.

      Th 5  (  Weierstrass  )  任一有界数列必有收敛子列.

      2.   聚点原理 :    Weierstrass聚点原理.

      Th 6  每一个有界无穷点集必有聚点.

6. Heine–Borel 有限复盖定理:

1. 复盖:  先介绍区间族
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定义( 开复盖 )   数集
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例3   
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2. Heine–Borel 有限复盖定理:

      Th 7  闭区间的任一开复盖必有有限子复盖.

.  § 2  实数基本定理等价性的证明 （ 4 时 ）

证明若干个命题等价的一般方法.

本节证明七个实数基本定理等价性的路线 :  证明按以下三条路线进行:

Ⅰ: 确界原理 
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 单调有界原理 
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[image: image102.wmf]Þ

 Cauchy收敛准则 
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Ⅱ:  区间套定理 
[image: image104.wmf]Þ

 致密性定理 
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 Cauchy收敛准则 ;

Ⅲ:  区间套定理 
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 Heine–Borel 有限复盖定理 
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 区间套定理 .

    一.  “Ⅰ” 的证明: (“确界原理 
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 单调有界原理”已证明过 ).

1. 用“确界原理”证明“单调有界原理”: 

Th 2   单调有界数列必收敛 .

证

      2.  用“单调有界原理”证明“区间套定理”:

    Th 3  设
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      3.  用“区间套定理”证明“Cauchy收敛准则”:

Th 4  数列
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引理  Cauchy列是有界列.   ( 证 )

Th 4 的证明: ( 只证充分性 )  教科书P217—218上的证明留作阅读 .  现采用

[3]P70—71例2的证明, 即三等分的方法, 该证法比较直观.

4． 用“Cauchy收敛准则” 证明“确界原理” ：

Th 1   非空有上界数集必有上确界 ；非空有下界数集必有下确界 .
证   （只证“非空有上界数集必有上确界”）设
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的上界性和最小性.

2. “Ⅱ” 的证明:

1. 用“区间套定理”证明“致密性定理”:

     Th 5  (  Weierstrass  )  任一有界数列必有收敛子列.

证   （ 突出子列抽取技巧 ）

 Th 6  每一个有界无穷点集必有聚点.

证    （ 用对分法 ）

       2．用“致密性定理” 证明“Cauchy收敛准则” ：

     Th 4  数列
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证   （ 只证充分性 ）证明思路 ：Cauchy列有界
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 有收敛子列
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验证收敛子列的极限即为
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的极限.

          Ex  [1]P223—224    1—7，11.

3. “Ⅲ” 的证明:

1. 用“区间套定理”证明“Heine–Borel 有限复盖定理”:

证

2. 用“Heine–Borel 有限复盖定理” 证明“区间套定理”:

证   采用[3]P72例4的证明.

          Ex  [1]P224    8—12 选做，其中 1 0 必做. 

          § 3  闭区间上连续函数性质的证明 ( 4 时 )

    一.  有界性:

      命题1   
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  证法 一   ( 用区间套定理 ). 反证法.

  证法 二   ( 用列紧性 ). 反证法.

  证法 三   ( 用有限复盖定理 ).

2. 最值性:

      命题2   
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  证   ( 用确界原理 )  参阅[1]P226[ 证法 二 ]后半段.

3. 介值性:  证明与其等价的“零点定理 ”.

      命题3 ( 零点定理 ) 

  证法 一   ( 用区间套定理 ) .

  证法 二   ( 用确界原理 ). 不妨设
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  证法 三   ( 用有限复盖定理 ).

          Ex  [1]P232  1，2，5.

4. 一致连续性:

      命题4  ( Cantor定理 )

  证法 一   ( 用区间套定理 ) .  参阅[1]P229—230 [ 证法一 ]   

  证法 二   ( 用列紧性 ).       参阅[1]P229—230 [ 证法二 ]  

          Ex  [1]P232   3，4， 6
[image: image206.wmf]*

；P236   1，2，4.

                 习   题   课 （ 4 时 ）

一． 实数基本定理互证举例：
例1   用“区间套定理”证明“单调有界原理”.

证   设数列
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例3    用“确界原理”证明“区间套定理”. 
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例5   用“有限复盖定理”证明“聚点原理”.
证    ( 用反证法 )  设
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例6    用“确界原理”证明“聚点原理”.
证   设
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2. 实数基本定理应用举例：
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证法 一  ( 用确界技术 .  参阅[3] P76例10  证法1 )
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证法二  ( 用区间套技术, 参阅[3] P77例10  证法2   ) 当
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例9    设在闭区间
[image: image369.wmf]]

 

 

,

 

 

[

b

a

上函数
[image: image370.wmf])

(

x

f

连续,  
[image: image371.wmf])

(

x

g

递增 ,  且有
[image: image372.wmf])

(

)

(

a

g

a

f

<

,


[image: image373.wmf])

(

)

(

b

g

b

f

>

.  试证明:  方程 
[image: image374.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

=

在区间 
[image: image375.wmf])

 

 

,

 

 

(

b

a

内有实根 .

                                    （ 西北师大2001年硕士研究生入学试题 ）

证   构造区间套
[image: image376.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

{

n

n

b

a



EMBED Equation.3[image: image377.wmf]}

,使 
[image: image378.wmf])

(

)

(

   

,

 

)

(

)

(

n

n

n

n

b

g

b

f

a

g

a

f

>

<

.由区间套定理,

[image: image379.wmf]x

 

$

, 使对
[image: image380.wmf]n

 

"

, 有
[image: image381.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image382.wmf]Î



EMBED Equation.3[image: image383.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

. 现证 
[image: image384.wmf])

(

)

(

x

x

g

f

=

.  事实上, 由
[image: image385.wmf])

(

x

g

在
[image: image386.wmf]]

 

 

,

 

 

[

b

a

上的递增性和
[image: image387.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

的构造以及
[image: image388.wmf]n

a

↗
[image: image389.wmf]x

和
[image: image390.wmf]n

b

↘
[image: image391.wmf]x

,, 有

        
[image: image392.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image393.wmf])

(

)

(

  

)

g(

 

)

(

)

(

n

n

n

n

b

f

b

g

a

g

a

f

<

£

£

<

x

.

注意到
[image: image394.wmf])

(

x

f

在点
[image: image395.wmf]x

连续，由Heine归并原则, 有

               
[image: image396.wmf])

(

)

(

lim

x

f

a

f

n

n

=

¥

®

,   
[image: image397.wmf]).

(

)

(

lim

x

f

b

f

n

n

=

¥

®



[image: image398.wmf]Þ

  
[image: image399.wmf])

(

)

(

)

(

x

x

x

f

g

f

£

£

, 
[image: image400.wmf]Þ

 
[image: image401.wmf])

(

)

(

x

x

g

f

=

. 
[image: image402.wmf]x

为方程
[image: image403.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

=

在区间 
[image: image404.wmf])

 

 

,

 

 

(

b

a


内的实根.

例10     试证明:  区间 
[image: image405.wmf]]

 

1

 

,

 

0

 

[

上的全体实数是不可列的 .

证   ( 用区间套技术,  具体用反证法 )  反设区间 
[image: image406.wmf]]

 

1

 

,

 

0

 

[

上的全体实数是可列的,

即可排成一列:

                
[image: image407.wmf]L

L

,

,

,

,

2

1

n

x

x

x


    把区间 
[image: image408.wmf]]

 

1

 

,

 

0

 

[

三等分，所得三个区间中至少有一个区间不含
[image: image409.wmf]1

x

，记该区间为一

级区间
[image: image410.wmf]]

 

 

,

 

 

[

1

1

b

a

. 把区间
[image: image411.wmf]]

 

 

,

 

 

[

1

1

b

a

三等分，所得三个区间中至少有一个区间不含
[image: image412.wmf]2

x

，记该区间为二级区间
[image: image413.wmf]]

 

 

,

 

 

[

2

2

b

a

. …… .依此得区间套
[image: image414.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

{

n

n

b

a



EMBED Equation.3[image: image415.wmf]}

, 其中区间
[image: image416.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

不含
[image: image417.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

.  由区间套定理, 
[image: image418.wmf]x

 

$

, 使对
[image: image419.wmf]n

 

"

, 有
[image: image420.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image421.wmf]Î



EMBED Equation.3[image: image422.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

.  当然有
[image: image423.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image424.wmf]Î


[image: image425.wmf]]

 

1

 

,

 

0

 

[

.

但对
[image: image426.wmf],

 

 

n

"

 有 
[image: image427.wmf]Ï

n

x


[image: image428.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

 而
[image: image429.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image430.wmf]Î



EMBED Equation.3[image: image431.wmf]]

 

 

,

 

 

[

 

n

n

b

a

, 
[image: image432.wmf]Þ

  
[image: image433.wmf]x

¹

n

x

.  矛盾 .

80
84

_1074765863.unknown

_1075015238.unknown

_1075016387.unknown

_1075063452.unknown

_1075102877.unknown

_1075103717.unknown

_1075117466.unknown

_1075117484.unknown

_1075119449.unknown

_1075120836.unknown

_1075125689.unknown

_1075125815.unknown

_1075129584.unknown

_1075125739.unknown

_1075120843.unknown

_1075120026.unknown

_1075120490.unknown

_1075120566.unknown

_1075120357.unknown

_1075119698.unknown

_1075119078.unknown

_1075119261.unknown

_1075119339.unknown

_1075119214.unknown

_1075117492.unknown

_1075119061.unknown

_1075118580.unknown

_1075118791.unknown

_1075118817.unknown

_1075118581.unknown

_1075118380.unknown

_1075118438.unknown

_1075118523.unknown

_1075118560.unknown

_1075118446.unknown

_1075118410.unknown

_1075118241.unknown

_1075117921.unknown

_1075117974.unknown

_1075118044.unknown

_1075118075.unknown

_1075118000.unknown

_1075117496.unknown

_1075117498.unknown

_1075117887.unknown

_1075117497.unknown

_1075117494.unknown

_1075117495.unknown

_1075117493.unknown

_1075117488.unknown

_1075117490.unknown

_1075117491.unknown

_1075117489.unknown

_1075117487.unknown

_1075117485.unknown

_1075117486.unknown

_1075117476.unknown

_1075117482.unknown

_1075117483.unknown

_1075117478.unknown

_1075117480.unknown

_1075117481.unknown

_1075117479.unknown

_1075117477.unknown

_1075117472.unknown

_1075117474.unknown

_1075117475.unknown

_1075117467.unknown

_1075117470.unknown

_1075117471.unknown

_1075117468.unknown

_1075117469.unknown

_1075104015.unknown

_1075104180.unknown

_1075104761.unknown

_1075104946.unknown

_1075117465.unknown

_1075117464.unknown

_1075104854.unknown

_1075104443.unknown

_1075104703.unknown

_1075104393.unknown

_1075104263.unknown

_1075104308.unknown

_1075104037.unknown

_1075103916.unknown

_1075103807.unknown

_1075103457.unknown

_1075103565.unknown

_1075103590.unknown

_1075103504.unknown

_1075103246.unknown

_1075103314.unknown

_1075103129.unknown

_1075102617.unknown

_1075102626.unknown

_1075102730.unknown

_1075102774.unknown

_1075102665.unknown

_1075102449.unknown

_1075102569.unknown

_1075102585.unknown

_1075101977.unknown

_1075024143.unknown

_1075059276.unknown

_1075060789.unknown

_1075061437.unknown

_1075061734.unknown

_1075062272.unknown

_1075062605.unknown

_1075062759.unknown

_1075062912.unknown

_1075063387.unknown

_1075063414.unknown

_1075063052.unknown

_1075063265.unknown

_1075062822.unknown

_1075062657.unknown

_1075062500.unknown

_1075062546.unknown

_1075062346.unknown

_1075062387.unknown

_1075062200.unknown

_1075061609.unknown

_1075061676.unknown

_1075061515.unknown

_1075061067.unknown

_1075061368.unknown

_1075060930.unknown

_1075060994.unknown

_1075060849.unknown

_1075059796.unknown

_1075059905.unknown

_1075060075.unknown

_1075060736.unknown

_1075060463.unknown

_1075060503.unknown

_1075060314.unknown

_1075060347.unknown

_1075059958.unknown

_1075059848.unknown

_1075059645.unknown

_1075059330.unknown

_1075024825.unknown

_1075059221.unknown

_1075025131.unknown

_1075059146.unknown

_1075024903.unknown

_1075024451.unknown

_1075024599.unknown

_1075024763.unknown

_1075024558.unknown

_1075024258.unknown

_1075024386.unknown

_1075024253.unknown

_1075024173.unknown

_1075024199.unknown

_1075023812.unknown

_1075024040.unknown

_1075024114.unknown

_1075024138.unknown

_1075024093.unknown

_1075023936.unknown

_1075023989.unknown

_1075023877.unknown

_1075021414.unknown

_1075023660.unknown

_1075023699.unknown

_1075023617.unknown

_1075021260.unknown

_1075018767.unknown

_1075021142.unknown

_1075021223.unknown

_1075021253.unknown

_1075021204.unknown

_1075018827.unknown

_1075016456.unknown

_1075015460.unknown

_1075015684.unknown

_1075015912.unknown

_1075016117.unknown

_1075016055.unknown

_1075015852.unknown

_1075015485.unknown

_1075015401.unknown

_1074851445.unknown

_1074956551.unknown

_1074956811.unknown

_1074956961.unknown

_1075015016.unknown

_1075015177.unknown

_1075014814.unknown

_1075014773.unknown

_1074956923.unknown

_1074956947.unknown

_1074956898.unknown

_1074956614.unknown

_1074956715.unknown

_1074956583.unknown

_1074851958.unknown

_1074954863.unknown

_1074954889.unknown

_1074852017.unknown

_1074851728.unknown

_1074851879.unknown

_1074851620.unknown

_1074848123.unknown

_1074850247.unknown

_1074850734.unknown

_1074850898.unknown

_1074850560.unknown

_1074849921.unknown

_1074850169.unknown

_1074850134.unknown

_1074850090.unknown

_1074848157.unknown

_1074847895.unknown

_1074847966.unknown

_1074848050.unknown

_1074847916.unknown

_1074847465.unknown

_1074847811.unknown

_1074760890.unknown

_1074764608.unknown

_1074764808.unknown

_1074765292.unknown

_1074765313.unknown

_1074765053.unknown

_1074765262.unknown

_1074764756.unknown

_1074764776.unknown

_1074764675.unknown

_1074764060.unknown

_1074764359.unknown

_1074764464.unknown

_1074764277.unknown

_1074761676.unknown

_1074763837.unknown

_1074761454.unknown

_1074761199.unknown

_1074761437.unknown

_1074698620.unknown

_1074758966.unknown

_1074759693.unknown

_1074760048.unknown

_1074760403.unknown

_1074760731.unknown

_1074760183.unknown

_1074759853.unknown

_1074759952.unknown

_1074759808.unknown

_1074759087.unknown

_1074759471.unknown

_1074759583.unknown

_1074759257.unknown

_1074698889.unknown

_1074699105.unknown

_1074699989.unknown

_1074700021.unknown

_1074700054.unknown

_1074699196.unknown

_1074698968.unknown

_1074698740.unknown

_1074698820.unknown

_1074698649.unknown

_1074697654.unknown

_1074697736.unknown

_1074698231.unknown

_1074697689.unknown

_1074697374.unknown

_1074697451.unknown

_1074697384.unknown

_1074697277.unknown

_1074697319.unknown

_1074696977.unknown

