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           Ch 22   曲线积分与曲面积分 ( 1 6 时 ) 

       § 1   第一型曲线积分与第一型曲面积分( 3 时 )
    一.   第一型线 、面积分的定义:

1. 几何体的质量:  已知密度函数 ,  分析线段、平面区域、空间几何体的质量

定义及计算 

2. 曲线和曲面的质量:

3. 第一型线 、面积分的定义:  定义及记法. 线积分
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4. 第一型线 、面积分的性质:    [1]P356 
    二.   第一型线 、面积分的计算:

1. 第一型曲线积分的计算:    回顾“光滑曲线”概念 .
Th22.1   设有光滑曲线
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若曲线方程为
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的方程为
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      例1   设
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      例2   设
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的一段. 计算第一型曲线积分 
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空间曲线
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上的第一型曲线积分:  设空间曲线
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上的连续函数
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例3 计算积分
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解   由对称性知 ,  
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          Ex  [1]P361—362  1，2.

2. 第一型曲面积分的计算:

Th22.2   设有光滑曲面 
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上的连续函数,
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      例4   计算积分
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          Ex   [1]P362  4 .

              § 2   第二型曲线积分( 3 时 )
一. 第二型曲线积分的定义:

1. 力场
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沿平面曲线
[image: image53.wmf]L

从点A到点B所作的功:

先用微元法 ,  再用定义积分的方法讨论这一问题 , 得
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      2.   稳流场通过曲线 ( 从一侧到另一侧 ) 的流量: 解释稳流场. ( 以磁场为例 ).

设有流速场
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.  求在单位时间内通过曲线AB从左侧到

右侧的流量E .  设曲线AB上点
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是切向量方向与X轴                      
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正向的夹角. 切向量方向按如下方法确定: 法线方                 
[image: image63.wmf]1

-

i

M

      
[image: image64.wmf]v


向是指从曲线的哪一侧到哪一侧, 在我们现在的问      A                     

题中是指从左侧到右侧的方向. 切向量方向与法线                                
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方向按右手法则确定, 即以右手拇指所指为法线方向,  则食指所指为切线方向 .) .在弧段
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 于是通过曲线AB从左侧到右侧的总流量E为
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      3.   第二型曲线积分的定义:   ( [1]P364 ) 闭路积分的记法.  按这一定义 , 有

          力场
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沿平面曲线
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从点A到点B所作的功为
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在单位时间内通过曲线AB从左侧到

右侧的总流量E为   
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第二型曲线积分的鲜明特征是曲线的方向性 . 对二型曲线积分有 
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因此, 定积分是第二型曲线积分中当曲线为X轴上的线段时的特例.

可类似地考虑空间力场
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      4.   第二型曲线积分的性质:  

第二型曲线积分可概括地理解为向量值函数的积累问题 . 与我们以前讨论过的积分

相比, 除多了一层方向性的考虑外, 其余与以前的积累问题是一样的, 还是用Riemma的

思想建立的积分 . 因此 , 第二型曲线积分具有(R )积分的共性 , 如线性、关于函数或积

分曲线的可加性 . 但第二型曲线积分一般不具有关于函数的单调性 , 这是由于一方面向

量值函数不能比较大小, 另一方面向量值函数在小弧段上的积分还与弧段方向与向量方向

之间的夹角有关.

    二.   第二型曲线积分的计算:

曲线的自然方向: 设曲线L由参数式给出. 称参数增大时曲线相应的方向为自然方向.
设L为光滑或按段光滑曲线 , L :  
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      例1   计算积分
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, L的两个端点为A( 1, 1 ) ,  B( 2 , 3 ). 积分

从点A到点B或闭合,  路径为

  ⅰ>   直线段AB
  ⅱ>   抛物线
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 A( 1, 1 ), 折线闭合路径 .  [1]P367 E1

例2 计算积分
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  ⅲ>   沿折线闭合路径O(0,0) 
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      例3   计算第二型曲线积分  I = 
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      例4   求在力场
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  ⅰ>   质点由点A
[image: image106.wmf])

 

0

 

,

 

0

 

,

 

 

(

a

沿螺旋线到点B
[image: image107.wmf])

 

2

 

,

 

0

 

,

 

 

(

b

a

p

所作的功, 其中

        L
[image: image108.wmf]1

 :  
[image: image109.wmf]bt

z

t

a

y

t

a

x

=

=

=

   

,

 

sin

   

,

 

cos

,  
[image: image110.wmf])

 

2

0

 

(

p

£

£

t

.

  ⅱ>   质点由点A
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          Ex   [1]P371   1，2，3.

         § 3   Green公式   曲线积分与路径无关性( 4 时 )
一. Green公式:  
闭区域的正面与边界正向的规定搭配: 右手螺旋定向, 即以右手拇指表示区域的正面

( 理解为拇指“站立在” 区域的正面上 ),  则其余四指( 弯曲 )表示边界的正向.  右手

螺旋定向法则还可表述为: 人站立在区域的正面的边界上, 让区域在人的左方. 则人前进的方向为边界的正向.  参阅[1]P372图22—8.  若以L记正向边界, 则用—L或L
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表示

反向（或称为负向）边界.

      1.   Green公式:

  Th22.3   若函数P和Q在闭区域D
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其中L为区域D的正向边界.     ( 证 )  [1]P373

Green公式又可记为  
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2. 应用举例:
对环路积分, 可直接应用Green公式.  对非闭路积分, 常采用附加上一条线使变成
例1 环路积分的技巧.

例2 计算积分 
[image: image119.wmf]ò

AB

xdy

, 其中A
[image: image120.wmf]  

,

 

)

 

,

 

0

 

(

r

B
[image: image121.wmf])

 

0

 

,

 

 

(

r

. 曲线AB为圆周


[image: image122.wmf]2

2

2

r

y

x

=

+

在第一象限中的部分.                                 [1]P375 E1

解法一 ( 直接计算积分 ) 曲线AB的方程为 
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解法二 ( 用Green公式 ) 补上线段BO和OA ( O为坐标原点 ), 成闭路. 设所围
区域为D, 注意到
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      例3   验证区域D的面积公式

             |D|
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      例4   计算由星形线 
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      例6   计算积分
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          Ex   [1]P381   1⑴⑵，2⑴⑵ ( 化为参数式 )
    二.   曲线积分与路线无关性:

单连通域和复连通域.

      1.   积分与路径无关的等价条件:  [1]P377

Th22.4   设D
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      2.   恰当微分的原函数:
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      例6   验证式 
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          Ex   [1]P382   3，4，5.

               § 4  第二型曲面积分 ( 3 时 )

    一.   曲面的侧:

1. 单侧曲面与双侧曲面:

2.   双侧曲面的定向: 曲面的上、下侧，左、右侧，前、后侧.  设法向量为
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轴正向成锐角. 类似确定其余各侧的法线方向 
[image: image195.wmf]闭合曲面分内侧和外侧.

    二.   第二型曲面积分:

      1.   稳流场的流量:   以磁场为例.  [1]P384

      2.   第二型曲面积分的定义:   [1]P385—386 .  闭合曲面上的积分及记法.

      3.   第二型曲面积分的性质:  线性 ,  关于积分曲面块的可加性.

      4.   第二型曲面积分与第一型曲面积分的关系:

          设
[image: image196.wmf]n

为曲面
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    三.   第二型曲面积分的计算:
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计算积分
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      例1   计算积分
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部分取外侧.                                                     [1]P388 E1

      例2   计算积分
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     对积分
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          Ex   [1]P391—392  1⑴⑵⑷⑸，2.

             § 5  Gauss公式和Stokes 公式 ( 3 时 )

    一.  Gauss公式:

Th22.6   设空间区域V由分片光滑的双侧封闭曲面
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称上述公式为Gauss公式或Остроградский―Gauss公式.
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以上三式相加, 即得Gauss公式.

      例1   计算积分
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      例2   计算积分
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解   应用Gauss公式 , 有
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例4 计算积分
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例5 设V是三维空间的区域,  其内任何封闭曲面都可不通过V外的点连续收缩

为V上的一点. 又设函数
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          Ex   [1]P399—400   1 . 

    二.   Stokes公式:

空间双侧曲面的正侧与其边界闭合曲线L正向的匹配关系: 右手螺旋法则, 即当人站

在曲面的正侧上, 沿边界曲线L行走时, 若曲面在左侧, 则把人的前进方向定为L的正向.

      1.   Stokes定理:

Th22.7   设光滑曲面
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      例5   计算积分
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      2.   空间曲线上第二型曲线积分与路径无关性:

    空间单连通、复连通域.

Th 22.8   设
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      3.  恰当微分的原函数:

         恰当微分的验证及原函数求法.

      例6   验证曲线积分
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          Ex   [1]P400   3⑴，4⑴.
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