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       Ch 20   重积分(续)与含参量非正常积分 ( 8 时 ) 

         § 1   二重积分可积性与换元公式 ( 2 时 )
    一．  可积性：回顾一元函数可积条件的讨论.
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    二.  二重积分换元公式的证明 ( 简证 ):
          主要是证明换算公式  
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引理的证明 .  ( 由上述分析给出简证 ).

          Ex  [1]P328   6*.

              § 2   含参广义积分 ( 2 时 )
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[image: image269.wmf]0

)

 

ln

 

(

)

(

2

0

1

>

=

G

¢

¢

ò

+¥

-

-

dx

x

e

x

s

x

s

,  
[image: image270.wmf]Þ

 
[image: image271.wmf])

(

s

G

在区间
[image: image272.wmf])

 

 

,

 

0

 

(

¥

+

内严格下凸.


[image: image273.wmf]1

)

2

(

)

1

(

=

G

=

G

 ( 参下段 ),  
[image: image274.wmf]Þ

 
[image: image275.wmf])

(

s

G

在区间
[image: image276.wmf])

 

 

,

 

0

 

(

¥

+

内唯一的极限小值点( 亦为

最小值点 ) 介于1与2 之间 .

      4.   
[image: image277.wmf])

(

s

G

的递推公式   
[image: image278.wmf]-

G

函数表:

          
[image: image279.wmf])

(

s

G

的递推公式 :  
[image: image280.wmf])

 

0

 

(

       

),

(

)

1

(

>

G

=

+

G

s

s

s

s

.

证   
[image: image281.wmf]ò

ò

+¥

+¥

-

-

=

¢

-

=

=

+

G

0

0

)

(

)

1

(

dx

e

x

dx

e

x

s

x

s

x

s


    
[image: image282.wmf]ò

ò

+¥

+¥

-

-

-

-

¥

+

-

G

=

=

+

-

=

0

0

1

1

0

)

(

s

s

dx

e

x

s

dx

e

x

s

e

x

x

s

x

s

x

s

.


[image: image283.wmf]ò

ò

+¥

+¥

-

-

-

=

=

=

G

0

0

1

1

1

)

1

(

dx

e

dx

e

x

x

x

.
于是, 利用递推公式得:
           
[image: image284.wmf]1

)

1

(

1

)

1

1

(

)

2

(

=

G

=

+

G

=

G

 , 

           
[image: image285.wmf]!

 

2

1

2

)

2

(

2

)

1

2

(

)

3

(

=

×

=

G

=

+

G

=

G

,

           
[image: image286.wmf]!

 

3

!

 

2

3

)

3

(

3

)

1

3

(

)

4

(

=

×

=

G

=

+

G

=

G

 ,    …………,  ,

一般地有   
[image: image287.wmf]!

 

)

1

(

)

1

(

)

(

)

1

(

n

n

n

n

n

n

n

=

=

-

G

-

=

G

=

+

G

L

.

可见 , 在
[image: image288.wmf]+

Z

上, 
[image: image289.wmf])

(

s

G

正是正整数阶乘的表达式 . 倘定义 
[image: image290.wmf])

1

(

!

 

+

G

=

s

s

, 易见对
[image: image291.wmf]1

-

>

s

,该定义是有意义的.  因此, 可视
[image: image292.wmf])

1

(

+

G

s

为
[image: image293.wmf])

 

 

,

 

1

 

(

¥

+

-

内实数的阶乘. 这样一来,  我们很自然地把正整数的阶乘延拓到了
[image: image294.wmf])

 

 

,

 

1

 

(

¥

+

-

内的所有实数上,  于是, 自然就有


[image: image295.wmf]1

)

1

(

)

1

0

(

!

0

=

G

=

+

G

=

, 可见在初等数学中规定 
[image: image296.wmf]1

!

0

=

是很合理的.


[image: image297.wmf]-

G

函数表:  很多繁杂的积分计算问题可化为
[image: image298.wmf]-

G

函数来处理. 人们仿三角函数表、

对数表等函数表, 制订了
[image: image299.wmf]-

G

函数表供查.  由
[image: image300.wmf]-

G

函数的递推公式可见, 有了
[image: image301.wmf]-

G

函数在


[image: image302.wmf]1

0

<

<

s

内的值,  即可对
[image: image303.wmf]0

>

"

s

, 求得
[image: image304.wmf])

(

s

G

的值.  通常把
[image: image305.wmf]00

.

2

00

.

1

£

£

s

内
[image: image306.wmf]-

G

函数

的某些近似值制成表, 称这样的表为
[image: image307.wmf]-

G

函数表 ( 如北京矿业学院编《数学手册》1973

年版P308—309.  也有在
[image: image308.wmf]00

.

1

0

£

<

s

内编制的
[image: image309.wmf]-

G

函数表.)

      5.   
[image: image310.wmf]-

G

函数的延拓:


[image: image311.wmf]0

 

>

s

时, 
[image: image312.wmf] 

),

(

)

1

(

s

s

s

G

=

+

G


[image: image313.wmf]Þ

 
[image: image314.wmf].

)

1

(

)

(

s

s

s

+

G

=

G

 该式右端在
[image: image315.wmf]0

1

<

<

-

s

时也有

意义 . 用其作为
[image: image316.wmf]0

1

<

<

-

s

时
[image: image317.wmf])

(

s

G

的定义, 即把
[image: image318.wmf])

(

s

G

延拓到了
[image: image319.wmf])

 

 

,

 

0

 

(

)

 

0

 

,

 

1

(

¥

+

È

-

内.


[image: image320.wmf]1

2

-

<

<

-

s

时,  依式 
[image: image321.wmf]s

s

s

)

1

(

)

(

+

G

=

G

,  利用延拓后的
[image: image322.wmf])

(

s

G

,  又可把
[image: image323.wmf])

(

s

G

延拓到


[image: image324.wmf]È

-

-

)

 

1

 

,

 

2

 

(



 EMBED Equation.3  [image: image325.wmf])

 

 

,

 

0

 

(

)

 

0

 

,

 

1

(

¥

+

È

-

内 .

依此 , 可把
[image: image326.wmf])

(

s

G

延拓到
[image: image327.wmf])

 

 

,

 

 

(

¥

+

¥

-

内除去
[image: image328.wmf])

 

 

,

 

2

 

,

 

1

 

,

 

0

 

(

 

L

=

-

=

n

n

x

的所有点. 经过如此延拓后的
[image: image329.wmf])

(

s

G

的图象如[1] P347图表21—4.

      例1   求
[image: image330.wmf])

 

85

.

4

 

(

G

,  
[image: image331.wmf])

 

85

.

0

 

(

G

,  
[image: image332.wmf])

 

15

.

2

 

(

-

G

.  ( 查表得
[image: image333.wmf])

 

85

.

1

 

(

G



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf]94561

.

0

=

.)

   解   
[image: image335.wmf])

 

85

.

4

 

(

G



 EMBED Equation.3  [image: image336.wmf]=

G

´

´

=

G

´

=

G

=

)

85

.

1

(

85

.

1

85

.

2

85

.

3

)

85

.

2

(

85

.

2

85

.

3

)

85

.

3

(

85

.

3


                
[image: image337.wmf]19506

.

19

94561

.

0

85

.

1

85

.

2

85

.

3

=

´

´

´

=

.

        
[image: image338.wmf]85

.

0

(

85

.

0

)

 

85

.

1

 

(

G

=

G

),  
[image: image339.wmf]Þ

  
[image: image340.wmf]11248

.

1

85

.

0

94561

.

0

85

.

0

)

85

.

1

(

)

 

85

.

0

 

(

=

=

G

=

G

.

        
[image: image341.wmf]=

-

G

´

=

-

-

G

×

-

=

-

-

G

=

-

G

15

.

0

)

85

.

0

(

15

.

1

15

.

2

1

15

.

1

)

15

.

0

(

15

.

2

1

15

.

2

)

15

.

1

(

)

 

15

.

2

 

(


                  
[image: image342.wmf]54967

.

2

15

.

0

15

.

1

15

.

2

94561

.

0

-

=

´

´

-

=

.

      6.   
[image: image343.wmf]-

G

函数的其他形式和一个特殊值:

某些积分可通过换元或分部积分若干次后化为
[image: image344.wmf]-

G

函数 . 倘能如此,  可查
[image: image345.wmf]-

G

函数

表求得该积分的值.

常见变形有:

ⅰ>  令
[image: image346.wmf])

0

(

 

>

=

p

pt

x

,    有   
[image: image347.wmf])

(

s

G

=
[image: image348.wmf]ò

+¥

-

-

0

1

 

dx

e

x

x

s



 EMBED Equation.3  [image: image349.wmf]ò

+¥

-

-

=

0

1

dt

e

t

p

pt

s

s

,

因此,         
[image: image350.wmf]ò

+¥

-

-

-

G

=

0

1

)

(

s

p

dx

e

x

s

px

s

,    
[image: image351.wmf])

 

0

   

,

 

0

 

(

>

>

s

p

.

ⅱ>  令
[image: image352.wmf],

2

t

x

=

  
[image: image353.wmf]Þ

  
[image: image354.wmf]ò

+¥

-

-

=

G

0

1

2

2

2

)

(

dt

e

t

s

t

s

. 

注意到[1] P277 E7的结果
[image: image355.wmf]ò

¥

+

-

=

0

2

2

p

dx

e

x

,  得
[image: image356.wmf])

(

s

G

的一个特殊值    

           
[image: image357.wmf]2

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

G



 EMBED Equation.3  [image: image358.wmf]772454

.

1

2

2

0

2

»

=

×

=

ò

¥

+

-

p

p

dt

e

t

.
ⅲ>  令
[image: image359.wmf])

0

(

   

ln

>

-

=

l

l

t

x

, 得  
[image: image360.wmf])

(

s

G


[image: image361.wmf]ò

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

0

1

1

1

ln

dt

t

t

s

s

l

l

.  取
[image: image362.wmf]1

=

l

,  得

        
[image: image363.wmf])

(

s

G


[image: image364.wmf]ò

ò

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

0

1

0

1

1

)

ln

(

1

ln

dt

t

dt

t

s

s

.

      例2   计算积分 
[image: image365.wmf]ò

+¥

-

0

2

2

dx

e

x

x

n

,   其中 
[image: image366.wmf]+

Î

Z

n

.

解   I
[image: image367.wmf]ò

¥

+

+

-

-

=

-

=

G

-

×

=

+

G

=

====

0

1

2

1

2

!

)!

1

2

(

)

2

1

(

2

!

)!

1

2

(

2

1

)

2

1

(

2

1

2

1

2

p

n

n

t

n

x

t

n

n

n

dt

e

t

.

    二.  Beta函数
[image: image368.wmf])

,

(

q

p

B

——Euler第一型积分：

      1．  Beta函数及其连续性：

称( 含有两个参数的 )含参积分
[image: image369.wmf]ò

-

-

-

1

0

1

1

)

1

(

dx

x

x

q

p

 
[image: image370.wmf])

 

0

  

,

 

0

 

(

>

>

q

p

为Euler第一型积分.  当
[image: image371.wmf]p

和
[image: image372.wmf]q

中至少有一个小于1 时,  该积分为瑕积分.  下证对
[image: image373.wmf] 

0

  

,

 

0

 

>

>

q

p

, 该

积分收敛. 由于
[image: image374.wmf]1

 

,

 

<

q

p

时点
[image: image375.wmf]0

=

x

和
[image: image376.wmf]1

=

x

均为瑕点. 故把积分
[image: image377.wmf]ò

1

0

分成
[image: image378.wmf]ò

2

1

0

和
[image: image379.wmf]ò

1

2

1

考虑.


[image: image380.wmf]ò

2

1

0

:  
[image: image381.wmf]1

³

p

时为正常积分;  
[image: image382.wmf]1

0

<

<

p

时,  点
[image: image383.wmf]0

=

x

为瑕点. 由被积函数非负,

           
[image: image384.wmf])

 

0

 

(

  

,

 

1

)

1

(

1

1

1

+

-

-

-

®

®

-

x

x

x

x

q

p

p

 和 
[image: image385.wmf]1

1

<

-

p

,

 ( 由Cauchy判法) 
[image: image386.wmf]Þ

 积分
[image: image387.wmf]ò

2

1

0

收敛 .  ( 易见
[image: image388.wmf]0

=

p

时积分
[image: image389.wmf]ò

2

1

0

发散 ).

    
[image: image390.wmf]ò

1

2

1

:  
[image: image391.wmf]1

³

q

时为正常积分;  
[image: image392.wmf]1

0

<

<

p

时,  点
[image: image393.wmf]1

=

x

为瑕点. 由被积函数非负,

           
[image: image394.wmf])

 

1

 

(

  

,

 

1

)

1

(

)

1

(

1

1

1

-

-

-

-

®

®

-

-

x

x

x

x

p

q

q

 和 
[image: image395.wmf]1

1

<

-

q

,

 ( 由Cauchy判法) 
[image: image396.wmf]Þ

 积分
[image: image397.wmf]ò

1

2

1

收敛 .  ( 易见
[image: image398.wmf]0

=

q

时积分
[image: image399.wmf]ò

1

2

1

发散 ).

综上,  
[image: image400.wmf] 

0

  

,

 

0

 

>

>

q

p

时积分
[image: image401.wmf]ò

1

0

收敛.  设D
[image: image402.wmf]}

0

  

,

 

0

 

|

)

,

(

 

{

+¥

<

<

+¥

<

<

=

q

p

q

p

,

于是, 积分
[image: image403.wmf]ò

1

0

定义了D内的一个二元函数.  称该函数为Beta函数,  记为
[image: image404.wmf])

,

(

q

p

B

, 即

                 
[image: image405.wmf])

,

(

q

p

B

=
[image: image406.wmf]ò

-

-

-

1

0

1

1

)

1

(

dx

x

x

q

p

       
[image: image407.wmf])

 

0

  

,

 

0

 

(

>

>

q

p


不难验证, 
[image: image408.wmf]-

B

函数在D内闭一致收敛.  又被积函数在D内连续, 因此 , 
[image: image409.wmf]-

B

函数

是D内的二元连续函数.

      2.   
[image: image410.wmf]-

B

函数的对称性:   
[image: image411.wmf])

,

(

q

p

B


[image: image412.wmf])

,

(

p

q

B

=

.

证   
[image: image413.wmf])

,

(

q

p

B

=
[image: image414.wmf]ò

-

-

-

1

0

1

1

)

1

(

dx

x

x

q

p



 EMBED Equation.3  [image: image415.wmf]ò

=

-

-

=====

-

-

-

=

0

1

1

1

1

)

1

(

dt

t

t

q

p

t

x


            
[image: image416.wmf]ò

=

-

=

-

-

1

0

1

1

)

,

(

)

1

(

p

q

B

dt

t

t

p

q

.

由于
[image: image417.wmf]-

B

函数的两个变元是对称的, 因此,  其中一个变元具有的性质另一个变元

自然也具有.

      3.   递推公式:    
[image: image418.wmf])

 

 

,

 

1

 

(

1

)

 

1

  

,

  

1

 

(

q

p

B

q

p

q

q

p

B

+

+

+

=

+

+

.

证   
[image: image419.wmf]ò

ò

=

-

+

=

-

=

+

+

+

1

0

1

0

1

)

(

)

1

(

1

1

)

1

(

)

 

1

 

,

 

1

(

p

q

q

p

x

d

x

p

dx

x

x

q

p

B


  
[image: image420.wmf]dx

x

x

p

q

dx

x

x

p

q

x

x

p

q

p

q

p

p

q

ò

ò

-

+

-

+

+

-

+

=

-

+

+

-

+

=

1

0

1

1

1

0

1

1

1

0

1

)

1

(

1

)

1

(

1

)

1

(

1

1

,  
[image: image421.wmf])

*


而        
[image: image422.wmf]ò

ò

=

-

-

-

=

-

-

-

+

1

0

1

1

0

1

1

)

1

)](

1

(

[

)

1

(

dx

x

x

x

x

dx

x

x

q

p

p

q

p


     
[image: image423.wmf]ò

ò

+

+

-

+

=

-

-

-

=

-

1

0

1

0

1

)

1

 

,

 

1

(

)

 

,

 

1

(

)

1

(

)

1

(

q

p

B

q

p

B

dx

x

x

dx

x

x

q

p

q

p

,

代入
[image: image424.wmf])

*

式, 有 
[image: image425.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image426.wmf])

 

1

  

,

  

1

 

(

1

)

 

 

,

 

1

 

(

1

)

 

1

  

,

  

1

 

(

+

+

+

-

+

+

=

+

+

q

p

B

p

q

q

p

B

p

q

q

p

B

,

解得      
[image: image427.wmf])

 

 

,

 

1

 

(

1

)

 

1

  

,

  

1

 

(

q

p

B

q

p

q

q

p

B

+

+

+

=

+

+

.

由对称性, 又有
[image: image428.wmf])

 

1

 

,

 

 

(

1

)

 

1

  

,

  

1

 

(

+

+

+

=

+

+

q

p

B

q

p

p

q

p

B

.

      4.   
[image: image429.wmf]-

B

函数的其他形式:

  ⅰ>   令
[image: image430.wmf]a

x

y

=

, 有   
[image: image431.wmf]ò

ò

=

-

=

-

-

1

0

1

0

1

1

)

1

(

1

)

1

(

dy

y

y

y

dx

x

x

a

b

a

g

b

a

g

a


                     
[image: image432.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

-

=

-

+

-

+

1

0

1

1

1

1

1

 

,

 

1

1

)

1

(

1

b

a

g

a

a

b

a

g

B

dy

y

y

, 

因此得   
[image: image433.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

-

1

0

1

 

,

 

1

1

)

1

(

b

a

g

a

b

a

g

B

dx

x

x

,   
[image: image434.wmf]1

   

,

 

0

1

-

>

>

+

b

a

g

.
  ⅱ>   令
[image: image435.wmf]x

y

cos

=

, 可得 

         
[image: image436.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

2

0

2

1

  

,

  

2

1

2

1

cos

sin

p

b

a

b

a

B

xdx

x

,      
[image: image437.wmf]1

 

,

 

1

-

>

-

>

b

a

.

特别地 ,  
[image: image438.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

2

0

2

1

 

,

 

2

1

2

1

sin

p

n

B

xdx

n

,     
[image: image439.wmf]+

Î

Z

n

.

  ⅲ>   令
[image: image440.wmf]t

t

x

+

=

1

, 有
[image: image441.wmf])

,

(

q

p

B

=
[image: image442.wmf]ò

-

-

-

1

0

1

1

)

1

(

dx

x

x

q

p

=
[image: image443.wmf]ò

¥

+

+

-

+

0

1

)

1

(

dt

t

t

q

p

p

,

即       
[image: image444.wmf]ò

¥

+

+

-

=

+

0

1

)

,

(

)

1

(

q

p

B

dt

t

t

q

p

p

,     
[image: image445.wmf])

 

0

  

,

 

0

 

(

>

>

q

p


  ⅳ>   令
[image: image446.wmf]a

b

a

a

b

x

t

-

-

-

=

,  可得

       
[image: image447.wmf]ò

-

+

-

-

-

=

-

-

b

a

n

m

n

m

n

m

B

a

b

dx

x

b

a

x

),

,

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

   
[image: image448.wmf]0

    

,

 

0

>

>

n

m

.

  ⅴ>   
[image: image449.wmf]ò

+

=

+

-

+

-

-

1

0

1

1

)

,

(

)

1

(

1

)

(

)

1

(

n

m

B

a

a

dx

x

a

x

x

n

n

n

m

n

m

,  
[image: image450.wmf]0

  

,

 

0

   

;

 

1

 

,

 

0

>

>

-

¹

n

m

a

.

    三.   
[image: image451.wmf]-

G

函数和
[image: image452.wmf]-

B

函数的关系:  
[image: image453.wmf]-

G

函数和
[image: image454.wmf]-

B

函数之间有关系式

                   
[image: image455.wmf])

(

)

(

)

(

)

,

(

q

p

q

p

q

p

B

+

G

G

G

=

,     
[image: image456.wmf])

 

0

  

,

 

0

 

(

>

>

q

p


以下只就
[image: image457.wmf]p

和
[image: image458.wmf]q

取正整数值的情况给予证明. 
[image: image459.wmf]p

和
[image: image460.wmf]q

取正实数值时, 证明用到
[image: image461.wmf]-

G

函

数的变形和二重无穷积分的换序.  参阅[1] P349.

证   反复应用
[image: image462.wmf]-

B

函数的递推公式,  有

        
[image: image463.wmf])

1

 

,

 

(

1

1

2

2

1

1

)

1

,

(

1

1

)

,

(

m

B

m

n

m

n

n

m

n

n

m

B

n

m

n

n

m

B

+

×

×

-

+

-

×

-

+

-

=

-

-

+

-

=

L

,

而   
[image: image464.wmf]ò

Þ

=

=

-

1

0

1

     

,

 

1

)

1

 

,

 

(

m

dx

x

m

B

m


        
[image: image465.wmf]=

-

-

×

×

+

×

×

-

+

-

×

-

+

-

=

)!

1

(

)!

1

(

1

1

1

2

2

1

1

)

,

(

m

m

m

m

n

m

n

n

m

n

n

m

B

L


               
[image: image466.wmf])

(

)

(

)

(

)!

1

(

)!

1

(

)!

1

(

m

n

m

n

n

m

m

n

+

G

G

G

=

-

+

-

-

=

.

特别地,  
[image: image467.wmf]0

  

,

 

0

>

>

q

p

且
[image: image468.wmf]1

=

+

q

p

或
[image: image469.wmf]2

=

+

q

p

时,  由于
[image: image470.wmf]1

)

2

(

)

1

(

=

G

=

G

,  就有


[image: image471.wmf])

(

)

(

)

,

(

q

p

q

p

B

G

G

=

.

余元公式——
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该公式的证明可参阅: Фихтенгалъц ,  微积分学教程 Vol 2 第3分册,  或参阅余家荣编

《复变函数》P118—119 例1（ 利用留数理论证明 ）.

利用余元公式, 只要编制出
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4. 利用Euler积分计算积分:

      例3   利用余元公式计算
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      例4   求积分
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      例5   计算积分 
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  该积分收敛 . ( 亦可不进行判敛 ,

把该积分化为
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函数在其定义域内的值 , 即判得其收敛 . )
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