                             S F 01（数）
          Ch 2  数列极限

计划课时：  1 2 时

                             P 9—20
                                          2001．08．30．

         Ch 2  数列极限 （ 1 2时 ）

         § 1   数列极限的定义 （ 4时 ）

1． 数列：
数列定义 —— 整标函数.   数列给出方法: 通项, 递推公式.  数列的几何意义.
特殊数列: 常驻列,  有界列,  单调列和往后单调列.

    二.  数列极限: 以 
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3. 用定义验证数列极限： 思路与方法.
例1  
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例3  
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例4  
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注意到对任何正整数
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例1 于是，对
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证法二  （用均值不等式）
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       例7  设
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          Ex  [1]P34   2.

4. 收敛的否定:
定义 ( 
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例8 定义 ( 数列
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例8  验证 
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5. 数列极限的记註:

1. 满足条件“
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”的数列:(往后常驻).

2. 改变或去掉数列的有限项, 不影响数列的收敛性和极限. 重排不改变数列敛散性:
3. 数列极限的等价定义:
  
[image: image42.wmf])

0

(

      

,

  

  

,

  

,

  

,

0

    

:

1

>

£

-

Þ

³

"

$

>

"

k

k

a

a

N

n

N

n

e

e

D


  
[image: image43.wmf]   

:

2

D

对
[image: image44.wmf]L

   

,

0

c

<

<

"

e


  
[image: image45.wmf]   

:

3

D

任有理数
[image: image46.wmf]L

  

,

0

>

e


  
[image: image47.wmf]:

4

D

  对任正整数
[image: image48.wmf].

1

 

 

 

 

  

  

,

  

,

  

,

m

a

a

N

n

N

m

n

<

-

Þ

>

"

$


6. 无穷小数列:  定义.
Th  ( 数列极限与无穷小数列的关系 ).

          Ex  [1]P35   3，5，7，8⑵.

                       § 2  收敛数列的性质 
1. 收敛数列的性质:

1. 极限唯一性：（ 证 ）
2. 收敛数列有界性 —— 收敛的必要条件：（ 证 ）
3. 收敛数列保号性：
Th 1  设
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     系1   设
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     系2  设 
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     系3  若 
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绝对值收敛性见后.
4. 迫敛性 ( 双逼原理 ):
Th 2  ( 双逼原理 ).   ( 证 )
5. 绝对值收敛性:
Th 3  
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     系  设数列{
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( 证明用到以下6所述极限的运算性质 ).
6. 四则运算性质:
Th 4  ( 四则运算性质, 其中包括常数因子可提到极限号外 ).   ( 证 )
      7.  子列收敛性:  子列概念.

Th 5  ( 数列收敛充要条件 )  {
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    Th 6  ( 数列收敛充要条件 ) {
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                                                               ( 简证 )

2. 利用数列极限性质求极限:
两个基本极限：
[image: image84.wmf]).
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例1 利用四则运算性质求极限：

例1  
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例2 註：  关于
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例2   填空:
   ⑴   
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例3    ⑵   
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例3  
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2. 双逼基本技法:   大小项双逼法，参阅[4]P53.
例5  求下列极限:

   ⑴   
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例6   
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例7   
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例8   设
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例9 利用子列性质证明数列发散:

例9   证明数列 
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Ex   [1]P43—44    1—4，6，9；

     [4]P81—82    82，84⑴，108，109，111，112.

                 § 3   收敛条件

1． 数列收敛的一个充分条件 —— 单调有界原理：回顾单调有界数列.
例1 Th 1   ( 单调有界定理 ).     ( 证 )

例1  设 
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       例3   
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解   由均值不等式, 有
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2． 数列收敛的充要条件 —— Cauchy收敛准则：
1． Cauchy列：
2． Cauchy收敛准则：

Th 2   数列{
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（ 或     数列{
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Th 2 又可叙述为：收敛列就是Cauchy列. (此处“就是”理解为“等价于”).

                                                        ( 简证必要性 )

       例4  证明:  任一无限十进小数 
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收敛.  其中
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  试证明数列
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例4 三.  关于极限
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例8  
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Ex  [1]P50—51   1，3，5，6，10，11；（ 提示3⑷：考虑
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      [1]P51—52   1⑴⑶，3，4⑴—⑶⑹⑻，5，10.

3. 数列
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Cauchy (1789—1857 ) 最先给出这一极限，Riemann（1826—1866）最先给出以下证法一.

证法一  （ Riemann最先给出这一证法 ） 设 
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有界.

综上, 数列{
[image: image160.wmf]n
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}单调有界.

评註:  该证法朴素而稳健,  不失大将风度.

    证法二   ( 利用Bernoulli不等式 ) 

注意到Bernoulli不等式 
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评註:  该证法的特点是惊而无险，恰到好处.

证法三   ( 利用均值不等式 )  在均值不等式 
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评註:  该证法很奇巧.  以上证法二和证法三可参阅《数学通报》1980.№4 P22.

证法四   ( 仍利用均值不等式 )
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有界性证法可参阅上述各证法.

评註:  该证法以简单而奇妙见长.  证法四可参阅《数学教学研究》1991.№1 马德尧

文  “均值不等式妙用两则”.
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评註:   该证法真叫绝 .  [1]采用这一证法.  可参阅 《 The  American  

Mathematical  Monthly  》 1974. Vol 81. №9  P1011—1012.
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