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                  § 1  幂级数（ 4 时 ）

幂级数的一般概念.  型如
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幂级数是最简单的函数项级数之一.

一. 幂级数的收敛域:

1. 收敛半径 、收敛区间和收敛域：
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定理的第二部分系第一部分的逆否命题.

幂级数
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的收敛域的结构.

定义幂级数的收敛半径 R. 

收敛半径 R的求法.
Th 2   对于幂级数
[image: image27.wmf]å

n

n

x

a

, 若
[image: image28.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]r

=

n

n

a

|

|

,  则
ⅰ>  
[image: image30.wmf]+¥

<

<

r

0

时, 
[image: image31.wmf]R



 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]r

1

=

;  ⅱ>  
[image: image33.wmf]r



 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]0

时
[image: image36.wmf]+¥

=

R

; ⅲ> 
[image: image37.wmf]r



 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]¥

+

时
[image: image40.wmf]0

=

R

. 
证   
[image: image41.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]=

n

n

n

x

a

|

|



 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]|

|

|

|

|

|

x

x

a

n

n

r

=

, ( 强调开方次数与
[image: image45.wmf]x

的次数是一致的).


[image: image46.wmf]Þ

 ……
由于
[image: image47.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]   

   

,

 

|

|

|

|

1

Þ

=

+

r

n

n

a

a



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]r

=

n

n

a

|

|

,  因此亦可用比值法求收敛半径.

幂级数
[image: image51.wmf]å

n

n

x

a

的收敛区间:   
[image: image52.wmf])

 

 

,

 

 

(

R

R

-

 .

幂级数
[image: image53.wmf]å

n

n

x

a

的收敛域: 一般来说 , 收敛区间
[image: image54.wmf]Ì

收敛域. 幂级数
[image: image55.wmf]å

n

n

x

a

的收敛域

是区间
[image: image56.wmf])

 

 

,

 

 

(

R

R

-

、
[image: image57.wmf]]

 

 

,

 

 

(

R

R

-

、
[image: image58.wmf])

 

 

,

 

 

[

R

R

-

或
[image: image59.wmf]]

 

 

,

 

 

[

R

R

-

之一.

      例1  求幂级数
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例3  求下列幂级数的收敛域:
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      例4  求幂级数
[image: image83.wmf]L

+

+

+

+

7

4

5

3

3

2

3

4

3

3

3

2

3

1

x

x

x

x

的收敛域 .   

解   
[image: image84.wmf]L

+

+

+

+

7

4

5

3

3

2

3

4

3

3

3

2

3

1

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image85.wmf]å

¥

=

+

+

=

0

2

1

3

1

n

n

n

x

n

x

是缺项幂级数 .


[image: image86.wmf]¥

®

n

lim



 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]   

   

,

 

3

1

|

|

|

|

1

Þ

=

+

n

n

a

a



 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]3

=

R

. 收敛区间为
[image: image89.wmf])

 

3

 

,

 

3

 

(

-

.  
[image: image90.wmf]3

±

=

x

时,
通项
[image: image91.wmf]0

®

/

.  因此 ,  该幂级数的收敛域为
[image: image92.wmf])

 

3

 

,

 

3

 

(

-

.

      例5  求级数
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      例6   求幂级数
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    二．  幂级数的一致收敛性：
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    三.  幂级数的性质:

      1.  逐项求导和积分后的级数:
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      2.   幂级数的运算性质:
定义   两个幂级数
[image: image153.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

和
[image: image154.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

b

在点
[image: image155.wmf]0

=

x

的某邻域内相等是指：它们在该邻域内收敛且有相同的和函数.

命题2   

[image: image156.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a



EMBED Equation.3[image: image157.wmf]=



 LINK Word.Document.8 "E:\\分析教案   （数）\\Ch14（幂）.doc" "OLE_LINK1" \a \r 

EMBED Equation.3[image: image158.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

b



,.(由以下命题4系2)
命题3  设幂级数
[image: image160.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

和
[image: image161.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

b

的收敛半径分别为
[image: image162.wmf]a

R

和
[image: image163.wmf]b

R

, 
[image: image164.wmf]}

,

min{

b

a

R

R

R

=

, 则
ⅰ>   
[image: image165.wmf]å

å

=

n

n

n

n

x

a

x

a

l

l

,  
[image: image166.wmf]l

  

,

 

 

 

|

|

a

R

x

<

— Const ， 
[image: image167.wmf]0

¹

l

.
ⅱ>   
[image: image168.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

+
[image: image169.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

b



EMBED Equation.3[image: image170.wmf]=



EMBED Equation.3[image: image171.wmf]n

n

n

n

x

b

a

)

(

0

+

å

¥

=

,  
[image: image172.wmf]R

x

 

 

|

|

<

.
ⅲ>   (
[image: image173.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

a

)(
[image: image174.wmf]å

¥

=

0

n

n

n

x

b

)
[image: image175.wmf]=



EMBED Equation.3[image: image176.wmf]n

n

n

x

c

å

¥

=

0

,  
[image: image177.wmf]å

=

-

=

n

k

k

n

k

n

b

a

c

0

,  
[image: image178.wmf]R

x

 

 

|

|

<

.

     3.  和函数的性质:
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可见 , 
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          Ex   [1]P73—74    1， 3⑴.

2. 初等函数的幂级数展开式:

初等函数的幂级数展开式才是其本质上的解析表达式.

为得到初等函数的幂级数展开式 ,  或直接展开,  或间接展开.
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      3.   二项式 
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   间接展开:  利用已知展开式 , 进行变量代换、四则运算以及微积运算,  可得到一些

例10 函数的展开式.  利用微积运算时, 要求一致收敛. 幂级数在其收敛区间内闭一致收敛 ,
总可保证这些运算畅通无阻.

      4.   
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事实上 ,  利用上述
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例11 验证知展开式在点
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验证知上述展开式在点
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      例4  展开函数
[image: image448.wmf]1

4

3

1

)

(

2

+

-

=

x

x

x

f

.

解   
[image: image449.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

å

å

¥

=

¥

=

+

0

0

1

3

2

1

1

1

3

1

3

2

1

)

(

n

n

n

n

n

x

x

x

x

x

f


          
[image: image450.wmf]å

¥

=

+

<

-

=

0

1

3

1

 

 

|

|

  

          

,

 

 

)

 

1

3

 

(

2

1

n

n

n

x

x

.

      例5  展开函数
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          Ex  [1]P74    2 ⑴―⑷⑹―⑼,  3⑵(提示)                   

                  P79     1 ,  2 ⑴⑶ .

                  习   题   课 ( 2 时 )
例1      一.  求收敛区间或收敛域:
例1  求幂级数
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    二.  函数展开:

      例3  把函数
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      例4   展开函数
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因此, 
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      例5  展开函数
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      例6  把函数
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3.   函数展开式应用举例:

例12   做近似计算 :

      例7  计算积分
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上式最后是Leibniz型级数 , 其余和的绝对值不超过余和首项的绝对值 . 为使
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      2.  利用展开式求高阶导数:  原理.
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4. 幂级数求和: 

         原理:  对某些幂级数, 有可能利用初等运算或微积运算以及变量代换化为已知
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      例10  求幂级数
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例11    求幂级数
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  例12   求幂级数
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      例13   求数项级数
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