                           S F 01（数）
           Ch 12  数项级数
计划课时：  14 时
                             P 134—155
                                          2002. 03. 08.

                   Ch 12  数项级数 （ 1 4 时 ）
                § 1  级数的收敛性（ 3 时 ）

1． 概念 ：

1． 级数 ：级数 ，无穷级数 ;  通项 ( 一般项 , 第
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项 ),  前
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项部分和等

概念 ( 与中学的有关概念联系 ).  级数常简记为 
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2. 级数的敛散性与和 :  介绍从有限和入手, 引出无限和的极限思想 .  以在中

学学过的无穷等比级数为蓝本 ,  定义敛散性、级数的和、余和以及求和等概念 .

      例1  讨论几何级数 
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综上, 几何级数 
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      例2  讨论级数 
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解   用链锁消去法求
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,  参阅[4]P49—50,  P265—267.

例3   讨论级数
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因此, 该级数收敛.                                         

      例4   讨论级数
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3. 级数与数列的关系 :
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收敛 
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对每个数列{
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},  对应级数 
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数列{
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可见 ,  级数与数列是同一问题的两种不同形式 .

      4.   级数与无穷积分的关系 :
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对每个级数,  定义函数 
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.  即级数可化为无穷积分.

综上所述 ,  级数和无穷积分可以互化 ,  它们有平行的理论和结果 .  可以用其中

的一个研究另一个 .   

2. 级数收敛的充要条件 —— Cauchy准则 ：把部分和数列{
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Cauchy准则翻译成级数的语言 ， 就得到级数收敛的Cauchy准则 .    

Th   ( Cauchy准则 )  
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由该定理可见, 去掉或添加上或改变 (  包括交换次序 ) 级数的有限项 ,  不会影响

级数的敛散性 .  但在收敛时 , 级数的和将改变 .  去掉前 
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 项的级数表为
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系   (  级数收敛的必要条件 )  
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      例5  证明
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证   显然满足收敛的必要条件 .  令 
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应用Cauchy准则时，应设法把式 |
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      例6   判断级数
[image: image79.wmf]å

¥

=

1

1

sin

n

n

n

的敛散性.  

            (  验证 
[image: image80.wmf]0

®

/

n

u

.   级数判敛时应首先验证是否满足收敛的必要条件 )

例7    (  
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[image: image82.wmf]å

¥

=

1

1

n

n

发散 .

证法一    ( 用Cauchy准则的否定进行验证 )  （ 参阅Ch 8§1 E2 , 在教案P84 ）

    证法二    
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    三． 收敛级数的基本性质：（ 均给出证明 ） 

      性质1  
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      性质2  
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问题 :    
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  性质3  若级数
[image: image107.wmf]å

n

u

收敛 , 则任意加括号后所得级数也收敛 ,  且和不变 . 

                            (  收敛数列满足结合律 )

      例8   考查级数 
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例的结果说明什么问题 ? 

          Ex   [1]P6—7        1 — 8⑴―⑶；

                 [4]
P6—7    21，22，23.

                     § 2   正项级数（ 3 时 ） 

    一.   正项级数判敛的一般原则 :

1. 正项级数 :  
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2. 基本定理 :  
Th 1  设
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正项级数敛散性的记法 .

3. 正项级数判敛的比较原则 :
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      例2  设
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      系1  ( 比较原则的极限形式 ) 设
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      系2     设
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      例3   判断下列级数的敛散性:

     ⑴   
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2. 正项级数判敛法: 

      1． 检比法： 亦称为 D’alembert判别法 .

用几何级数作为比较对象 ,  有下列所谓检比法 .
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      例4  判断级数

          
[image: image219.wmf](

)

(

)

L

L

L

L

+

-

+

×

×

-

+

×

×

+

+

×

×

×

×

+

×

×

+

)

1

(

4

1

9

5

1

)

1

(

3

2

8

5

2

9

5

1

8

5

2

5

1

5

2

1

2

n

n


的敛散性.

解   
[image: image220.wmf]1

  

  

4

3

4

1

3

2

lim

lim

1

<

=

+

+

=

¥

®

+

¥

®

n

n

u

u

n

n

n

n

,  
[image: image221.wmf]Þ

 
[image: image222.wmf]å

+¥

<

.     

      例5  讨论级数
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          Ex  [1]P19        1⑴―⑺， 2⑴⑵⑷⑸，3，4，12⑴⑷；

                [4]P311       33 .

      2.   检根法 ( Cauchy 判别法 ):  也是以几何级数作为比较的对象建立的判别法.
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      例7  研究级数 
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      例8  判断级数
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      3．  积分判别法 ：
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      例9  讨论 
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      例10  讨论下列级数的敛散性:
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          Ex   [1]P19—20   1⑻，2⑶⑹，5，6，8⑴―⑶，11；

                 [4]P311   34.

                         习   题   课 ( 2 时 )

    一． 直接比较判敛：

对正项级数，用直接比较法判敛时 , 常用下列不等式: 
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      例1  判断级数
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      例5  
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    二.  利用同阶或等价无穷小判敛 :

      例8  判断下列级数的敛散性:
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      例9  判断下列级数的敛散性:
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有效的方法是利用等价无穷小判别法.
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    解   把函数
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          Ex   [1]P20    7，14；   P31—32   1，2，7，9.
            阅读 [4]P285—288 .

                       § 3  一般项级数 ( 4 时 )

    一.  交错级数 :  交错级数 ,  Leibniz型级数 .

Th 1  ( Leibniz )  Leibniz型级数必收敛 , 且余和的符号与余和首项相同 ,  并有
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      例2  判断例1中的级数绝对或条件收敛性 .
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  ⑶   绝对收敛级数的可重排性:   更序级数的概念.
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    三.  级数乘积简介:

      1.  级数乘积 :  级数乘积 ,   Cauchy积.  [1] P25—26.

      2．级数乘积的Cauchy定理:
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          Ex  [1] P30—31  1⑴—⑻ ⑽，4； 31(总Ex )   2，3，4⑴⑵；

                [4] P307—309    1—14.
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